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1 pONQTIE NEOPREDELENNOGO INTEGRALA

CM. [zik: §1.1–1.6].

1.1 pERWOOBRAZNAQ

rASSMOTRIM OBRATNU@ ZADA^U K ZADA^E DIFFERENCIROWANIQ— WOSSTANOWLENIE FUNK-
CII F (x) PO IZWESTNOJ ZAWISIMOSTI EE PROIZWODNOJ F ′(x) = f(x) OT ARGUMENTA x.

pROMEVUTKOM BUDEM NAZYWATX KAKOJ–LIBO KONE^NYJ ILI BESKONE^NYJ INTER-
WAL, POLUINTERWAL ILI OTREZOK.

fUNKCI@ F (x) NAZYWA@T PERWOOBRÁZNOJ FUNKCII f(x) W ZADANNOM PROMEVUT-
KE, ESLI F (x) DIFFERENCIRUEMA I F ′(x) = f(x) W \TOM PROMEVUTKE.

tEOREMA 1. dIFFERENCIRUEMYE W PROMEVUTKE X FUNKCII F (x) I Φ(x) BUDUT
W \TOM PROMEVUTKE PERWOOBRAZNYMI ODNOJ I TOJ VE FUNKCII f(x) TOGDA I TOLXKO
TOGDA, KOGDA RAZNOSTX IH ZNA^ENIJ DLQ L@BOGO x ∈ X POSTOQNNA.

dOK–WO. dOSTATO^NOSTX O^EWIDNA, TAK KAK POSTOQNNAQ FUNKCIQ IMEET NULEWU@
PROIZWODNU@:

Φ(x) = F (x) + C ⇒ Φ′(x) = F ′(x) + C ′ = F ′(x) ∀x ∈ X.

dLQ DOKAZATELXSTWA NEOBHODIMOSTI WYBEREM W PROMEVUTKE X PROIZWOLXNYE
TO^KI x1 I x2 (x1 < x2). iZ SWQZNOSTI PROMEVUTKA SLEDUET, ^TO [x1, x2] ⊆ X.

1



tAK KAK FUNKCII F (x) I Φ(x) DIFFERENCIRUEMY W PROMEVUTKE X, TO IH RAZNOSTX
G(x) = F (x)−Φ(x) UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY lAGRANVA NA OTREZKE [x1, x2].
pO\TOMU

G(x2)−G(x1) = G′(c)(x2 − x1), c ∈ (x1, x2).

nO G′(c) = F ′(c) − Φ′(c) = f(c) − f(c) = 0 ∀c ∈ (x1, x2), I PO\TOMU G(x1) = G(x2),
T.E. FUNKCIQ G(x) POSTOQNNA W PROMEVUTKE X. .

mNOVESTWO WSEH PERWOOBRAZNYH FUNKCII f(x) W NEKOTOROM PROMEVUTKE NAZY-
WA@T NEOPREDELENNYM INTEGRALOM OT \TOJ FUNKCII W DANNOM PROMEVUTKE I
OBOZNA^A@T

∫
f(x) dx. pRI \TOM SIMWOL

∫
IMENU@T ZNAKOM INTEGRALA, f(x) —

PODYNTEGRALXNOJ FUNKCIEJ, f(x)dx — PODYNTEGRALXNYM WYRAVENIEM,
A x — PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ. eSLI F (x) — KAKAQ-LIBO PERWOOBRAZNAQ
FUNKCII f(x) W RASSMATRIWAEMOM PROMEVUTKE, TO PRAWOMERNA ZAPISX∫

f(x) dx = F (x) + C.

nAHOVDENIE NEOPREDELENNOGO INTEGRALA OT ZADANNOJ FUNKCII NAZYWA@T EE INTE-
GRIROWANIEM.

tEOREMA 2. wSQKAQ NEPRERYWNAQ W PROMEVUTKE X FUNKCIQ IMEET PERWOOBRAZ-
NU@ W \TOM PROMEVUTKE.

dOKAZATELXSTWO BUDET DANO POZVE (SM. SLEDSTWIE W §8).

pRIMERY 1–4) ex, 1/x, cos x, 1/ cos2 x.

1.2 pROSTEJ[IE SWOJSTWA NEOPREDELENNOGO INTEGRALA

1)

(∫
f(x) dx

)′
= f(x), 2) d

∫
f(x) dx = f(x) dx,

3)

∫
F ′(x) dx = F (x) + C, 4)

∫
dF (x) = F (x) + C,

5)

∫ (
λ1f1(x) + λ2f2(x)

)
dx = λ1

∫
f1(x) dx + λ2

∫
f2(x) dx.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ I SWOJSTW PROIZWODNYH I DIFFERENCIALOW.

pRIMERY 5–7) xs, sin x, 1/ sin2 x.

1.3 oB]IE METODY INTEGRIROWANIQ

3.1.iNTEGRIROWANIE PODWEDENIEM POD ZNAK DIFFERENCIALA:∫
g(x) dx =

∫
f
(
u(x)

)
u′(x) dx =

∫
f
(
u(x)

)
du(x) = F

(
u(x)

)
+ C,

GDE F (u) — PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(u).

dOK–WO: DIFFERENCIROWANIE SLOVNOJ FUNKCII.

2



pRIMER 8.
∫

1/(ax + b)k dx, POD ZNAK DIFFERENCIALA ax + b.

3.2. iNTEGRIROWANIE ZAMENOJ PEREMENNOJ (PODSTANOWKOJ):∫
f(x) dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt

∣∣∣
t=ϕ−1(x)

.

dOK–WO: DIFFERENCIROWANIE SLOVNOJ I OBRATNOJ FUNKCIJ (PO x).

oFORMLENIE: ISPOLXZUEMU@ ZAMENU PRIWODQT W KOMMENTARIQH MEVDU DWUMQ
WERTIKALXNYMI ^ERTAMI.

pRIMER 9.∫
1√

a2 − x2
dx =

∣∣∣∣ x = a sin z
z = arcsin x

a

∣∣∣∣ =

∫
1

a cos z
a cos z dz = z = arcsin

x

a
.

3.3. iNTEGRIROWANIE PO ^ASTQM:∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x) dx.

dOK–WO: DIFFERENCIROWANIE PROIZWEDENIQ.

fORMULA DLQ BOLEE LEGKOGO ZAPOMINANIQ:
∫

udv = uv −
∫

vdv.

pRIMER 10.
∫

eax sin bx dx.

2 rACIONALXNYE FUNKCII

CM. [zik: §2.1, 2.3].

rACIONALXNYMI NAZYWA@T FUNKCII WIDA

f(x) = Pm(x)
Qn(x)

, Pm(x) = b0x
m + b1x

m−1 + . . . + bm−1x + bm,

Qn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an.

pROSTEJ[IE RACIONALXNYE DROBI:

1)
A

x− a
, 2)

B

(x− a)k
, 3)

Mx + N

x2 + px + q
, 4)

Mx + N

(x2 + px + q)k
, k > 1.

sHEMA INTEGRIROWANIQ RACIONALXNYH FUNKCIJ: SNA^ALA FUNKCI@ PREDSTAWLQ@T
W WIDE SUMMY PROSTEJ[IH DROBEJ, A ZATEM INTEGRIRU@T KAVDOE SLAGAEMOE POLU-
^ENNOGO RAZLOVENIQ.

2.1 pRAWILXNYE RACIONALXNYE DROBI I MNOGO^LENY

eSLI n > m > 0, TO RACIONALXNU@ DROBX NAZYWA@T PRAWILXNOJ, W PROTIWNOM
SLU^AE — NEPRAWILXNOJ. iSPOLXZUQ PRAWILO DELENIQ MNOGO^LENOW, NEPRAWILX-
NU@ RACIONALXNU@ DROBX MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY MNOGO^LENA Pm−n STE-
PENI m− n I NEKOTOROJ PRAWILXNOJ DROBI, T.E.

Pm(x)

Qn(x)
= Pm−n(x) +

Pl(x)

Qn(x)
,
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GDE MNOGO^LEN Pl(x) IMEET STEPENX l < n.

nAPOMNIM:
tEOREMA bEZU. eSLI a — KORENX MNOGO^LENA P (x), TO MNOGO^LENA P (x) DE-

LITSQ NA x− a BEZ OSTATKA.
nATURALXNOE ^ISLO k NAZYWA@T KRATNOSTX@ KORNQ a MNOGO^LENA P (x), ESLI

SU]ESTWUET TAKOJ MNOGO^LEN Q(x), ^TO

P (x) = (x− a)kQ(x), Q(a) 6= 0.

tEOREMA bEZU WERNA I W SLU^AE DEJSTWITELXNOGO, I W SLU^AE KOMPLEKSNOGO KOR-
NQ. pUSTX MNOGO^LEN Qn(x) STEPENI n S DEJSTWITELXNYMI KO\FFICIENTAMI IME-
ET KOMPLEKSNYJ KORENX z = α + βi (α, β ∈ R, β 6= 0, i — MNIMAQ EDINICA,
i2 = −1) KRATNOSTI k ∈ N. nO TOGDA SOPRQVENNOE S \TIM KORNEM KOMPLEKSNOE
^ISLO z = α− βi QWLQETSQ DLQ DANNOGO MNOGO^LENA KORNEM TOJ VE KRATNOSTI, T.E.
MNOGO^LEN Qn(x) DELITSQ NA MNOGO^LEN(

(x− z)(x− z)
)k

= (x2 + px + q)k,

GDE p = −2α I q = α2 + β2 — DEJSTWITELXNYE ^ISLA.

oSNOWNAQ TEOREMA ALGEBRY. l@BOJ MNOGO^LEN Qn(x) STEPENI n S DEJSTWI-
TELXNYMI KO\FFICIENTAMI PREDSTAWLQETSQ W WIDE

Qn(x) = a0(x− c1)
k1 . . . (x− cr)

kr(x2 + p1x + q1)
s1 . . . (x2 + ptx + qt)

st , (1)

GDE c1, . . . , cr — DEJSTWITELXNYE KORNI MNOGO^LENA Qn(x), KWADRATNYE TREH^LENY
x2 + pix + qi NE IME@T DEJSTWITELXNYH KORNEJ, k1 + · · ·+ kr + 2(s1 + · · ·+ st) = n.

2.2 rAZLOVENIE PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBI NA PRO-
STEJ[IE

tEOREMA 2. wSQKAQ PRAWILXNAQ RACIONALXNAQ DROBX PREDSTAWLQETSQ W WIDE

Pm(x)

Qn(x)
=

A1,1

(x− c1)k1
+ · · ·+ A1,k1

x− c1

+ · · ·+
[
ANALOG. DLQ c2, . . . , cr

]
+

+
M1,1x + N1,1

(x2 + p1x + q1)s1
+ · · ·+ M1,s1x + N1,s1

x2 + p1x + q1

+ · · ·+
[
ANALOGI^NO DLQ

(p2, q2), . . . , (pt, qt)

]
.

GDE W ZNAMENATELQH STOQT SOMNOVETELI RAZLOVENIQ (1), Ai,j, Mi,j, Ni,j — NEKOTORYE
^ISLA, ZAWISQ]IE OT Pm(x) I Qn(x).

lEMMA 1. eSLI ^ISLO a ∈ R QWLQETSQ DEJSTWITELXNYM KORNEM KRATNOSTI k
MNOGO^LENA Qn(x), Qn(x) = (x− a)kQn−k(x), TO NESOKRATIMU@ PRAWILXNU@ RACIO-
NALXNU@ DROBX Pm(x)/Qn(x) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

Pm(x)

Qn(x)
=

A

(x− a)k
+

Pl(x)

(x− a)k−1Qn−k(x)
,

GDE A 6= 0 I Pl(x) — MNOGO^LEN STEPENI l < n−1, T.E. POSLEDNEE SLAGAEMOE QWLQETSQ
PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBX@.
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dOK–WO. dOBAWIM K DROBI SLAGAEMYE A/(x− a)k (A ∈ R) S RAZNYMI ZNAKAMI I
PREOBRAZUEM WYRAVENIE:

Pm(x)

Qn(x)
=

Pm(x)

(x− a)kQn−k(x)
+

A

(x− a)k
− A

(x− a)k
=

A

(x− a)k
+

Pm(x)− AQn−k(x)

(x− a)kQn−k(x)
.

wTOROE SLAGAEMOE QWLQETSQ PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBX@, T.K. m < n I n−k <
n. tAK KAK a — KORENX KRATNOSTI k, TO Qn−k(a) 6= 0. tAK KAK Pm(x)/Qn(x) —
NESOKRATIMAQ DROBX, TO Pm(a) 6= 0. pOLOVIM A = Pm(a)/Qn−k(a) 6= 0. tOGDA
Pm(a) − AQn−k(a) = 0, A ZNA^IT, PO TEOREME bEZU MNOGO^LEN Pm(x) − AQn−k(x)
DELITSQ NA x− a. sOKRATIM WTOROE SLAGAEMOE NA x− a:

Pm(x)− AQn−k(x)

(x− a)kQn−k(x)
=

Pl(x)

(x− a)k−1Qn−k(x)
. (2)

tAK KAK \TA DROBX POLU^ENA SOKRA]ENIEM PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBI, ONA
QWLQETSQ PRAWILXNOJ (NO WOZMOVNO SOKRATIMOJ). .

lEMMA 2. eSLI KOMPLEKSNOE ^ISLO z = α+βi (β 6= 0) QWLQETSQ KORNEM KRATNO-
STI s ∈ N (2 6 2s 6 n) MNOGO^LENA Qn(x) S DEJSTWITELXNYMI KO\FFICIENTAMI, TO
NESOKRATIMU@ PRAWILXNU@ RACIONALXNU@ DROBX Pm(x)/Qn(x) MOVNO PREDSTAWITX
W WIDE

Pm(x)

Qn(x)
=

Mx + N

(x2 + px + q)s
+

Pl(x)

(x2 + px + q)s−1 Qn−2s(x)
, (3)

GDE x2 + px + q = (x− z)(x− z), Qn−2s(x) — TAKOJ MNOGO^LEN STEPENI n− 2s, ^TO

Qn(x) = (x2 + px + q)sQn−2s(x), Qn−2s(z) 6= 0,

^ISLA M, N ODNOWREMENNO NE OBRA]A@TSQ W NULX, A POSLEDNEE SLAGAEMOE W (3)
QWLQETSQ PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBX@: l < n− 2.

dOK–WO. dOBAWIM K DROBI SLAGAEMYE (Mx + N)/(x2 + px + q)s (M, N ∈ R) S
RAZNYMI ZNAKAMI I PREOBRAZUEM WYRAVENIE:

Pm(x)

Qn(x)
=

Mx + N

(x2 + px + q)s
+

Pm(x)− (Mx + N)Qn−2s(x)

(x2 + px + q)sQn−2s(x)
. (4)

w ZNAMENATELE WTOROGO SLAGAEMOGO W PRAWOJ ^ASTI (4) STOIT MNOGO^LEN STEPENI n,
A STEPENX MNOGO^LENA W ^ISLITELE \TOGO SLAGAEMOGO MENX[E n, POSKOLXKU I m < n,
I n−2s+1 < n. sLEDOWATELXNO, \TO SLAGAEMOE QWLQETSQ PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ
DROBX@.

wYBEREM DEJSTWITELXNYE ^ISLA M I N TAK, ^TOBY MNOGO^LEN Pm(x)− (Mx +
N)Qn−2s(x) DELILSQ NA x2 + px + q. |TO \KWIWALENTNO TOMU, ^TO

Pm(z)−
(
Mz + N

)
Qn−2s(z) = 0, z = α + βi. (5)

tOGDA I SOPRQVENNOE z KOMPLEKSNOE ^ISLO z = α − βi TAKVE BUDET KORNEM \TOGO
URAWNENIQ. pO\TOMU MNOGO^LEN Pm(x)− (Mx+N)Qn−2s(x) DELITSQ NA x2 +px+q =
(x− z)(x− z). iZ (5) SLEDUET, ^TO

M(α + βi) + N =
Pm(z)

Qn−2s(z)
= K + Li,
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GDE K I L — NEKOTORYE DEJSTWITELXNYE ^ISLA. pRIRAWNIWAQ W \TOM RAWENSTWE
DEJSTWITELXNYE I MNIMYE ^ASTI, POLU^AEM Mα + N = K I Mβ = L. oTS@DA
M = L/β I N = K − αL/β. ~ISLA M I N ODNOWREMENNO NE OBRA]A@TSQ W NULX,
TAK KAK W PROTIWNOM SLU^AE Pm(z) = 0 I DROBX Pm(x)/Qn(x) SOKRATIMA, A \TO
PROTIWORE^IT USLOWI@ LEMMY. pRI TAKOM WYBORE M I N WTOROE SLAGAEMOE W
PRAWOJ ^ASTI (4) MOVNO SOKRATITX NA x2 + px + q, ZAPISAW EGO W WIDE

Pm(x)− (Mx+N)Qn−2s(x)

(x2 + px + q)s Qn−2s(x)
=

Pl(x)

(x2 + px + q)s−1 Qn−2s(x)
, (6)

GDE Pl(x) =
(
Pm(x)−(Mx+N)Qn−2s(x)

)
/(x2+px+q). rACIONALXNAQ DROBX W PRAWOJ

^ASTI (6) POLU^ENA SOKRA]ENIEM PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBI S DEJSTWITELX-
NYMI KO\FFICIENTAMI NA MNOVITELX x2 + px + q, GDE p I q — DEJSTWITELXNYE
^ISLA, I PO\TOMU QWLQETSQ PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBX@ S DEJSTWITELXNYMI
KO\FFICIENTAMI. .

dOK–WO TEOREMY 2. k PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBI W PRAWOJ ^ASTI (2)
PRI k > 1 MOVNO WNOWX PRIMENITX LEMMU 1 I W ITOGE POLU^ITX

Pm(x)

Qn(x)
=

A

(x− a)k
+

A1

(x− a)k−1
+ . . . +

Ak−1

x− a
+

Pl1(x)

Qn−k(x)
. (7)

zDESX Pl1(x)/Qn−k(x) — NESOKRATIMAQ PRAWILXNAQ RACIONALXNAQ DROBX, TAK KAK
W INOM SLU^AE PRAWAQ ^ASTX W (7) POSLE EE PRIWEDENIQ K OB]EMU ZNAMENATEL@
QWLQETSQ SOKRATIMOJ DROBX@, A \TO PROTIWORE^IT USLOWI@ LEMMY. eSLI MNOGO^LEN
Qn−k(x) IMEET DRUGIE DEJSTWITELXNYE KORNI, TO K POSLEDNEJ DROBI W PRAWOJ ^ASTI
(7) TAKVE PRIMENIMA LEMMA 1. i T.D.

eSLI MNOGO^LEN Qn(x) NE IMEET DEJSTWITELXNYH KORNEJ, A IMEET KOMPLEKSNYE
KORNI, TO PRIMENIMA LEMMA 2. kO WTOROMU SLAGAEMOMU W PRAWOJ ^ASTI (3) PRI
s > 1 MOVNO WNOWX PRIMENITX LEMMU 2 I POLU^ITX

Pm(x)

Qn(x)
=

Mx + N

(x2 + px + q)s
+

M1x + N1

(x2 + px + q)s−1
+ . . . +

Ms−1x + Ns−1

x2 + px + q
+

Ps(x)

Qn−2s(x)
,

GDE Ps(x)/Qn−2s(x) — NESOKRATIMAQ PRAWILXNAQ RACIONALXNAQ DROBX. mNOGO^LEN
Qn−2s(x) IMEET DRUGIE KOMPLEKSNYE KORNI, A ZNA^IT, K \TOJ DROBI TAKVE PRIME-
NIMA LEMMA 2. i T.D. .

3 iNTEGRIROWANIE RAZLI^NYH KLASSOW FUNKCIJ

CM. [zik: §2.2, 2.4, 3.1, 3.2, 3.5, 4.1, 4.2].

3.1 mETOD INTEGRIROWANIQ RACIONALXNYH FUNKCIJ

iNTEGRIROWANIE PROSTEJ[IH RACIONALXNYH DROBEJ.
aLGORITM INTEGRIROWANIQ RACIONALXNYH FUNKCIJ:

1. wYDELITX PRAWILXNU@ DROBX.
2. nAJTI WID RAZLOVENIQ NA PROSTEJ[IE DROBI.
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3. nAJTI KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ, ISPOLXZUQ METODY NEOPREDELENNYH KO\F-
FICIENTOW ILI PODSTANOWKI.

4. pROINTEGRIROWATX KAVDOE SLAGAEMOE POLU^ENNOGO RAZLOVENIQ.

pRIMER 1. ∫
2x + 2

(x− 1)(x2 + 1)2
dx

3.2 iNTEGRIROWANIE TRIGONOMETRI^ESKIH WYRAVENIJ

oBOZNA^IM ^EREZ R(u(x), v(x), . . . , w(x)) FUNKCI@, KOTORAQ POLU^AETSQ IZ FUNKCIJ
u, v, . . . , w I KONSTANT S POMO]X@ KONE^NOGO ^ISLA ARIFMETI^ESKIH DEJSTWIJ.

1. iNTEGRAL WIDA
∫

R(sin x, cos x) dx SWODITSQ K INTEGRALU OT RACIONALXNOJ
FUNKCII ZAMENOJ PEREMENNOGO tg(x/2) = t, NAZYWAEMOJ UNIWERSALXNOJ PODSTA-
NOWKOJ. pRI \TOM:

x = 2 arctg t, dx =
2 dt

1 + t2
, sin x =

2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2
.

2. pRIMENENIE UNIWERSALXNOJ PODSTANOWKI K INTEGRALU WIDA∫
sinm x cosq x dx, m, q ∈ Q, (1)

MOVET PRIWESTI K GROMOZDKIM WY^ISLENIQM. w RASSMOTRENNYH NIVE ^ETYREH
^ASTNYH SLU^AQH K CELI MOVNO PRIJTI BOLEE PROSTYM PUTEM.

2.1. eSLI ^ISLO m W (1) NATURALXNOE NE^ETNOE, TO SLEDUET PODWESTI sin x POD
ZNAK DIFFERENCIALA I ISPOLXZOWATX RAWENSTWO sin2 x = 1− cos2 x.

2.2. eSLI ^ISLO q W (1) NATURALXNOE NE^ETNOE, TO SLEDUET PODWESTI cos x POD
ZNAK DIFFERENCIALA I ISPOLXZOWATX RAWENSTWO cos2 x = 1− sin2 x.

2.3. eSLI m I q W (1) — CELYE ^ETNYE I NEOTRICATELXNYE ^ISLA (W ^ASTNOSTI,
ODNO IZ NIH MOVET BYTX RAWNO NUL@), TO SLEDUET UMENX[ITX SUMMU POKAZATELEJ
WDWOE PEREHODOM K UDWOENNOMU ARGUMENTU PO FORMULAM

sin x cos x =
sin 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

2.4. eSLI m + q = −2n (n ∈ N), TO NUVNO ^ISLITELX I ZNAMENATELX PODYN-
TEGRALXNOGO WYRAVENIQ RAZDELITX NA cos2n x, PODWESTI MNOVITELX 1/ cos2 x POD
ZNAK DIFFERENCIALA, A OSTALXNU@ ^ASTX PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII WYRAZITX ^E-
REZ tg x.

pRIMERY 2–4:∫
cos3 x
3
√

sin5 x
dx,

∫
sin4 x cos2 x dx,

∫
3

√
cos x

sin13 x
dx.

3. pRI WY^ISLENII INTEGRALOW OT PROIZWEDENIJ SINUSOW I KOSINUSOW RAZLI^-
NYH ARGUMENTOW NEOBHODIMO ISPOLXZOWATX TRIGONOMETRI^ESKIE FORMULY PONIVE-
NIQ STEPENI:

sin αx cos βx =
1

2

(
sin(α + β)x + sin(α− β)x

)
;
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sin αx sin βx =
1

2

(
cos(α− β)x− cos(α + β)x

)
;

cos αx cos βx =
1

2

(
cos(α + β)x + cos(α− β)x

)
,

SWODQ PODYNTEGRALXNU@ FUNKCI@ K LINEJNOJ KOMBINACII SINUSOW I KOSINUSOW.

3.3 iNTEGRIROWANIE IRRACIONALXNYH WYRAVENIJ

1. dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALOW WIDA∫
R

x,
m1

√(
ax+b

cx+e

)k1

, . . . ,
ml

√(
ax+b

cx+e

)kl

 dx

SLEDUET ISPOLXZOWATX ZAMENU
ax + b

cx + e
= tm,

GDE m ∈ N QWLQETSQ OB]IM KRATNYM ^ISEL mi (i = 1, . . . , l ), T.E. m/mi ∈ Z.
2. dLQ INTEGRIROWANIQ FUNKCIJ WIDA R

(
x,
√

ax2 + bx + c
)
SLEDUET SNA^ALA

WYDELITX POLNYJ KWADRAT W TREH^LENE

√
ax2 + bx + c =

√
a
(
x +

b

2a

)2

+ c− b2

4a

I SDELATX LINEJNU@ ZAMENU PEREMENNOJ t = x + b/(2a). tOGDA INTEGRAL PRIMET
WID INTEGRALA OT FUNKCII ODNOGO IZ TREH WIDOW:

R1

(
t,
√

A2 − t2
)
, R2

(
t,
√

t2 − A2
)
, R3

(
t,
√

t2 + A2
)
.

dLQ PERWOJ IZ NIH SLEDUET SDELATX ZAMENU t = A cos ϕ,
√

A2 − t2 = A sin ϕ, DLQ
WTOROJ — ZAMENU t = A/ cos ϕ,

√
t2 − A2 = A tg ϕ, DLQ TRETXEJ — ZAMENU t = A tg ϕ,√

t2 + A2 = A/ cos ϕ. pOLU^ITSQ INTEGRAL IZ PUNKTA 3.2.1 ILI 3.2.2.

3.4 nEBERU]IESQ INTEGRALY. pRAKTI^ESKIE SOWETY DLQ

OWLADENIQ TEHNIKI INTEGRIROWANIQ

nEBERU]IMISQ NAZYWA@TSQ NEOPREDELENNYE INTEGRALY OT \LEMENTARNYH FUNK-
CIJ, KOTORYE SAMI NE QWLQ@TSQ \LEMENTARNYMI.

pRIMERY NEBERU]IHSQ INTEGRALOW:∫
e−x2

dx (INTEGRAL WEROQTNOSTI),∫
cos x2dx, I

∫
sin x2dx (INTEGRALY fRENELQ),∫

sin x

x
dx, I

∫
cos x

x
dx (INTEGRALXNYE SINUS I KOSINUS),∫

ex

x
dx, (INTEGRALXNAQ POKAZATELXNAQ FUNKCIQ),∫

dx

ln x
(INTEGRALXNYJ LOGARIFM).
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sOWETY: 1) UMETX POLXZOWATXSQ SPRAWO^NIKAMI;
2) SOSTAWITX SWOJ SOBSTWENNYJ SPRAWO^NIK I ZANESTI W NEGO:

A) TABLI^NYE INTEGRALY;
B) FORMULU INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM;
W) TABLICU DIFFERENCIALOW, NAPRIMER, W WIDE:

dx d(ax + b), sin xdx d cos x, cos xdx d sin x,

exdx dex, xdx dx2, x2dx dx3,
dx√

x
 d

√
x,

dx

x
 d ln x,

dx

x2
 d

1

x
,

dx

cos2 x
 d tg x,

dx

sin2 x
 d ctg x,

dx√
a2 − x2

 d arcsin
x

a
,

dx

x2 + a2
 d arctg

x

a
,

GDE SIMWOL  OZNA^AET RAWENSTWO S TO^NOSTX@ DO ^ISLOWOGO KO\FFICIENTA, KOTO-
RYJ LEGKO NAJTI, WY^ISLQQ DIFFERENCIAL SPRAWA;

G) RAZLOVENIE RACIONALXNOJ DROBI NA PROSTEJ[IE DROBI;
D) TABLICY PRIEMOW INTEGRIROWANIQ TRIGONOMETRI^ESKIH I IRRACIONALXNYH

WYRAVENIJ;
E) FORMULY TRIGONOMETRII;

3) NEOBHODIMA PRAKTIKA.

4 oPREDELENNYJ INTEGRAL

CM. [z: GL. 6, §1].

4.1 pRIMERY ZADA^, PRIWODQ]IH K PONQTI@ OPREDELENNOGO

INTEGRALA

1) zADA^A O NAHOVDENII PUTI. pUSTX TO^KA DWIVETSQ WDOLX ^ISLOWOJ OSI,
s(t) — EE KOORDINATA, A v(t) — EE SKOROSTX W MOMENT WREMENI t. pREDPOLOVIM,
^TO MY ZNAEM POLOVENIE s(t0) TO^KI W NA^ALXNYJ MOMENT t0 I K NAM POSTUPA@T
DANNYE O EE SKOROSTI. rASPOLAGAQ IMI, MY HOTIM WY^ISLITX POLOVENIE s(T ) W
KONE^NYJ MOMENT WREMENI T > t0.

pREDPOLOVIM v(t) — NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, A PROMEVUTOK [t0, T ] MAL. tOGDA
MOVNO S^ITATX, ^TO \TA FUNKCIQ MALO MENQETSQ NA \TOM PROMEVUTKE I MOVNO
S^ITATX EE POSTOQNNOJ NA NEM. pO\TOMU MY IMEEM PRIBLIVENNOE RAWENSTWO

s(T )− s(t0) ≈ v(ξ)(T − t0),

GDE ξ — NEKOTORYJ (PROIZWOLXNYJ) MOMENT WREMENI IZ [t0, T ].
w SLU^AE PROIZWOLXNOGO PROMEVUTKA [t0, T ] RAZOBXEM EGO TO^KAMI t0 < t1 < ... <

tn = T NA OTREZKI [ti−1, ti], i = 1, . . . , n. nA KAVDOM OTREZKE [ti−1, ti] WYBEREM
TO^KU ξi, i = 1, . . . , n. iMEEM s(ti)− s(ti−1) ≈ v(ξi)(ti − ti−1) PRI i = 1, . . . , n, ESLI
λ = maxi=1,...,n(ti − ti−1) MALAQ WELI^INA. pO\TOMU

s(T )− s(t0) ≈
n∑

i=1

v(ξi)(ti − ti−1) I s(T )− s(t0) = lim
λ→0

n∑
i=1

v(ξi)(ti − ti−1).

9



2) zADA^A O WY^ISLENII PLO]ADI KRIWOLINEJNOJ TRAPECII.
pUSTX f — NEPRERYWNAQ NEOTRICATELXNAQ FUNKCIQ NA OTREZKE [a, b]. fIGURU abBA
(RIS. 1), IME@]U@ OSNOWANIEM OTREZOK [a, b] I OGRANI^ENNU@ GRAFIKOM FUNKCII
f(x) I PRQMYMI x = a, x = b, NAZYWA@T KRIWOLINEJNOJ TRAPECIEJ.

rIS. 1

wY^ISLIM PLO]ADX S KRIWOLINEJNOJ TRAPECII. dLQ \TOGO RASSMOTRIM RAZ-
BIENIE a = x0 < x1 < ... < xn = b OTREZKA [a, b] I WYBEREM NA KAVDOM OTREZKE
[xi−1, xi] KAKU@–LIBO TO^KU ξi, i = 1, 2, ..., n. oBOZNA^IM ^EREZ Si PLO]ADX
KRIWOLINEJNOJ TRAPECII, OTWE^A@]EJ IZMENENI@ x NA OTREZKE [xi−1, xi] . eSLI
DLINA \TOGO OTREZKA MALA, TO Si MALO OTLI^AETSQ OT PLO]ADI PRQMOUGOLXNIKA S
OSNOWANIEM [xi−1, xi] WYSOTY f(ξi). pO\TOMU

S =
n∑

i=1

Si ≈
n∑

i=1

f(ξi)∆xi I S = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi,

GDE ∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n, A λ = maxi=1,...,n ∆xi.

4.2 oPREDELENIE

pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA OTREZKE [a, b]. kONE^NOE MNOVESTWO TO^EK a =
x0 < x1 < . . . < xn = b NAZYWA@T RAZBIENIEM OTREZKA [a, b] I OBOZNA^A@T
P = (x0, x1, . . . , xn). dLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n OTREZOK [xi−1, xi] ⊆ [a, b] NAZOWEM ^A-
STI^NYM OTREZKOM RAZBIENIQ P I OBOZNA^IM ^EREZ ∆i. eGO DLINU OBOZNA^IM
^EREZ ∆xi = xi − xi−1 (i = 1, . . . , n ). ~ISLO λ = maxi=1,...,n ∆xi NAZYWA@T PARAME-
TROM RAZBIENIQ (ILI DIAMETROM RAZBIENIQ) P . zAMETIM, ^TO λ > (b− a)/n.

pUSTX NA KAVDOM ^ASTI^NOM OTREZKE PROIZWOLXNYM OBRAZOM WYBRANA TO^KA ξi ∈
[xi−1, xi]. pARU (P, ξ), GDE ξ = (ξ1, . . . , ξn), NAZYWA@T RAZBIENIEM S OTME^ENNYMI
TO^KAMI.

sUMMU

σ(f ; P, ξ) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

NAZYWA@T INTEGRALXNOJ SUMMOJ DLQ FUNKCII f(x), SOOTWETSTWU@]EJ RAZBIE-
NI@ P = (x0, . . . , xn) S OTME^ENNYMI TO^KAMI ξ = (ξ1, . . . , ξn) OTREZKA [a, b].

w MNOVESTWE P RAZBIENIJ S OTME^ENNYMI TO^KAMI DANNOGO OTREZKA [a, b] RAS-
SMOTRIM SLEDU@]U@ BAZU {bd}, d > 0:

bd = {(P, ξ) ∈ P : λ < d}.
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pROWERIM, ^TO {bd}, d > 0 — DEJSTWITELXNO BAZA W P .
1) dLQ L@BOGO d > 0 \LEMENT bd NEPUST, TAK KAK SU]ESTWUET RAZBIENIE OTREZKA

[a, b] NA n = [(b − a)/d] + 1 OTREZKOW ODINAKOWOJ DLINY (b − a)/n < d. w KA^ESTWE
OTME^ENNYH TO^EK ξi WSEGDA MOVNO WZQTX SEREDINY OTREZKOW. pO\TOMU bd 6= ∅.

2) eSLI d1 > 0, d2 > 0 I d = min(d1, d2), TO bd/2 ⊂ bd = bd1 ∩ bd2 I bd/2 6= bd.
bUDEM OBOZNA^ATX \TU BAZU ^EREZ λ → 0.
pREDEL PO BAZE λ → 0 ZNA^ENIJ INTEGRALXNYH SUMM DLQ FUNKCII f , OTWE^A-

@]IH RAZBIENI@ S OTME^ENNYMI TO^KAMI OTREZKA [a, b], NAZYWA@T INTEGRALOM
rIMANA (OPREDELENNYM INTEGRALOM) OT FUNKCII f NA OTREZKE [a, b] I OBOZNA-
^A@T ∫ b

a

f(x) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

pRI \TOM ESLI PREDEL SU]ESTWET I KONE^EN, FUNKCI@ f(x) NAZYWA@T INTEGRIRU-
EMOJ PO rIMANU NA OTREZKE [a, b], ^ISLA a I b — NIVNIM I WERHNIM PREDELAMI
INTEGRIROWANIQ.

t.E. ^ISLO I ESTX INTEGRAL rIMANA OT FUNKCII f NA OTREZKE [a, b], ESLI DLQ
L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO DLQ L@BOGO RAZBIENIQ (P, ξ) S
OTME^ENNYMI TO^KAMI OTREZKA [a, b], PARAMETR KOTOROGO λ < δ, IMEET MESTO SOOT-
NO[ENIE ∣∣∣∣∣I −

n∑
i=1

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ < ε.

mNOVESTWO WSEH FUNKCIJ, INTEGRIRUEMYH PO rIMANU NA OTREZKE [a, b], BUDEM
OBOZNA^ATX ^EREZ R[a, b]. pOSKOLXKU POKA MY NE BUDEM RASSMATRIWATX DRUGIE TIPY
INTEGRALOW, KROME INTEGRALA rIMANA, USLOWIMSQ DLQ KRATKOSTI WMESTO TERMINA
”INTEGRAL rIMANA” I ”FUNKCIQ, INTEGRIRUEMAQ PO rIMANU”, GOWORITX SOOTWET-
STWENNO ”INTEGRAL” I ”INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ”.

zAME^ANIE. 1. iNTEGRAL OT FUNKCII f(x) PO OTREZKU [a, b] QWLQETSQ ^ISLOM,
KOTOROE NE ZAWISIT OT OBOZNA^ENIQ PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ.
2. dLQ NEOTRICATELXNOJ NA OTREZKE [a, b] FUNKCII f(x) GEOMETRI^ESKI KAVDOE
SLAGAEMOE INTEGRALXNOJ SUMMY σ(f ; P, ξ) RAWNO PLO]ADI PRQMOUGOLXNIKA S OSNO-
WANIEM ∆xi I WYSOTOJ f(ξi), A WSQ SUMMA RAWNA PLO]ADI STUPEN^ATOJ FIGURY,
OB_EDINQ@]EJ TAKIE PRQMOUGOLXNIKI NA WSEM OTREZKE (RIS. 1). pO\TOMU GEOME-
TRI^ESKI OPREDELENNYJ INTEGRAL INTERPRETIRUETSQ KAK PLO]ADX KRIWOLINEJNOJ
TRAPECII abBA.

tEOREMA 1 (INTEGRAL OT KONSTANTY).∫ b

a

c dx = c(b− a) .

dOK–WO. iNTEGRALXNAQ SUMMA DLQ KONSTANTY NE ZAWISIT OT WYBORA RAZBIENIQ
P I OTME^ENNYH TO^EK ξ I RAWNA

σ(f ; P, ξ) =
n∑

i=1

c∆xi = c(b− a) .

iZ TEOREMY O PREDELE POSTOQNNOJ FUNKCII POLU^AEM UKAZANNU@ FORMULU.
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5 mNOVESTWO INTEGRIRUEMYH FUNKCIJ

CM. [z: GL. 6, §1].

tEOREMA 1 (NEOBHODIMOE USLOWIE INTEGRIRUEMOSTI).
f ∈ R[a, b] =⇒ f OGRANI^ENA NA OTREZKE [a, b].

dOK–WO. pREDPOLOVIM PROTIWNOE: FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE
[a, b] I NE OGRANI^ENA NA \TOM OTREZKE. sOGLASNO OPREDELENI@ INTEGRIRUEMOSTI,
SU]ESTWUET KONE^NYJ PREDEL INTEGRALXNYH SUMM DLQ \TOJ FUNKCII NA DANNOM
OTREZKE. iZ TEOREMY O LOKALXNOJ OGRANI^ENNOSTI FUNKCII, IME@]EJ PREDEL, SU-
]ESTWUET \LEMENT BAZY bd, NA KOTOROM INTEGRALXNAQ SUMMA OGRANI^ENA, T.E.

∃c > 0
(
λ(P ) < d =⇒

∣∣σ(f ; P, ξ)
∣∣ < c

)
. (1)

wYBEREM ODNO IZ TAKIH RAZBIENIJ (P, ξ) S OTME^ENNYMI TO^KAMI. pOSKOLXKU FUNK-
CIQ f(x) NE OGRANI^ENA NA OTREZKE [a, b], TO NAJDETSQ ^ASTI^NYJ OTREZOK ∆j, NA
KOTOROM FUNKCIQ f(x) QWLQETSQ NEOGRANI^ENNOJ. rAZOBXEM INTEGRALXNU@ SUMMU
NA DWA SLAGAEMYH I ISPOLXZUEM NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA:

∣∣σ(f ; P, ξ)
∣∣ =

∣∣∣∣∣f(ξj)∆xj +
∑
i6=j

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ >
>

∣∣f(ξj)∆xj

∣∣− ∣∣∣∣∣∑
i6=j

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ =
∣∣f(ξj)

∣∣∆xj − c1, (2)

GDE c1 — ZNA^ENIE WTOROGO SLAGAEMOGO. mENQQ TOLXKO TO^KU ξj ∈ ∆j, NO NE MENQQ
OSTALXNYE \LEMENTY RAZBIENIQ (P, ξ), SLAGAEMOE f(ξj)∆xj W INTEGRALXNOJ SUMME
MOVNO SDELATX SKOLX UGODNO BOLX[IM PO ABSOL@TNOJ WELI^INE, NO \TO PROTIWO-
RE^IT NERAWENSTWAM (1) I (2). wOZNIK[EE PROTIWORE^IE OPROWERGAET PRINQTOE
PREDPOLOVENIE I DOKAZYWAET UTWERVDENIE TEOREMY. .

kOLEBANIEM FUNKCII f NA MNOVESTWE E NAZYWA@T ^ISLO

ω(f ; E) = sup
x′,x′′∈E

|f(x′)− f(x′′)|.

tEOREMA 2 (KRITERIJ INTEGRIRUEMOSTI). w WWEDENNYH OBOZNA^ENIQH

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ lim
λ→0

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi = 0.

dOKAVEM SNA^ALA DWA WSPOMOGATELXNYH UTWERVDENIQ. pUSTX RAZBIENIE P̃ OT-
REZKA [a, b] POLU^ENO IZ RAZBIENIQ P TOLXKO DOBAWLENIEM NEKOTORYH NOWYH TO^EK.
bUDEM NAZYWATX RAZBIENIE P̃ PRODOLVENIEM RAZBIENIQ P .

lEMMA 1. pUSTX P̃ — PRODOLVENIE RAZBIENIQ P , ξ, ξ̃ — OTME^ENNYE TO^KI
RAZBIENIJ P, P̃ SOOTWETSTWENNO. tOGDA

∣∣σ(f ; P̃ , ξ̃)− σ(f ; P, ξ)
∣∣ 6 n∑

i=1

ω(f ; ∆i)∆xi. (3)
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dLQ DOK–WA LEMMY 1 WWEDEM SLEDU@]IE OBOZNA^ENIQ. pRI POSTROENIQ PRO-
DOLVENIQ P̃ NEKOTORYE (MOVET I WSE) ^ASTI^NYE OTREZKI ∆i = [xi−1, xi] RAZBIENIQ
P SAMI PODWERGA@TSQ RAZBIENI@ xi−1 = xi0 < xi1 < . . . < xiki

= xi. pO\TOMU BU-
DEM NUMEROWATX TO^KI RAZBIENIQ P̃ DWUMQ INDEKSAMI. w ZAPISI xij PERWYJ INDEKS
OZNA^AET, ^TO xij ∈ ∆i, A WTOROJ INDEKS ESTX PORQDKOWYJ NOMER TO^KI NA OTREZKE
∆i. pOLOVIM TAKVE ∆xij = xij − xij−1 I ∆ij = [xij−1, xij].

pUSTX ξ = (ξ1, . . . , ξn) I ξ̃ = (ξ11, . . . , ξnkn) — OTME^ENNYE TO^KI RAZBIENIJ P
I P̃ SOOTWETSTWENNO. nUMERACIQ TO^EK ξ̃ WYBRANA TAK, ^TO ξij ∈ ∆ij. iSPOLXZUQ
OPREDELENIQ, NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA I RAWENSTWA ∆xi = ∆xi1 + . . . + ∆xiki

PRI
i = 1, . . . , n, POLU^AEM

∣∣σ(f ; P̃ , ξ̃)− σ(f ; P, ξ)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ki∑
j=1

f(ξij)∆xij −
n∑

i=1

f(ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ki∑
j=1

f(ξij)∆xij −
n∑

i=1

ki∑
j=1

f(ξi)∆xij

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ki∑
j=1

(
f(ξij)− f(ξi)

)
∆xij

∣∣∣∣∣ 6
6

n∑
i=1

ki∑
j=1

∣∣f(ξij)− f(ξi)
∣∣∆xij 6

n∑
i=1

ki∑
j=1

ω(f ; ∆i)∆xij =
n∑

i=1

ω(f ; ∆i)∆xi. .

pUSTX f ∈ R[a, b], A P — PROIZWOLXNOE RAZBIENIE OTREZKA [a, b]. tOGDA IZ NEOB-
HODIMOGO USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI SLEDUET OGRANI^ENNOSTX FUNKCII f NA OTREZKE
[a, b], I PO\TOMU OPREDELENY ZNA^ENIQ:

Mi = sup
x∈∆i

f(x), mi = inf
x∈∆i

f(x), S(f ; P ) =
n∑

i=1

Mi∆xi, s(f ; P ) =
n∑

i=1

mi∆xi.

sUMMY S(f ; P ) I s(f ; P ) NAZYWA@T WERHNEJ I NIVNEJ SUMMAMI dARBU DLQ
FUNKCII f(x), SOOTWETSTWU@]IMI FIKSIROWANNOMU RAZBIENI@ P . iZ OPREDELENIJ
IMEEM

s(f ; P ) 6 S(f ; P ). (4)

lEMMA 2. pUSTX f ∈ R[a, b], A P — KAKOE–LIBO RAZBIENIE OTREZKA [a, b]. tOGDA
DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ TAKOJ NABOR ξ OTME^ENNYH TO^EK, ^TO

S(f ; P ) < σ(f ; P, ξ) + ε. (5)

dOK–WO LEMMY 2. pO OPREDELENI@ ^ISEL Mi DLQ KAVDOGO i NAJDETSQ TO^KA
ξi ∈ ∆i, W KOTOROJ Mi < f(ξi) + ε

b−a
. tOGDA DLQ ξ = (ξ1, . . . , ξn) IMEEM

S(f ; P ) =
n∑

i=1

Mi∆xi <
n∑

i=1

(
f(ξi) +

ε

b− a

)
∆xi =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi+ε = σ(f ; P, ξ)+ε. .

aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ, ^TO DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ TAKOJ NABOR ξ′ OTME-
^ENNYH TO^EK, ^TO

σ(f ; P, ξ′)− ε < s(f ; P ). (6)
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dOK–WO TEOREMY 2 OSNOWANO NA KRITERII kO[I SU]ESTWOWANIQ PREDELA PO
BAZE. ⇐ : pUSTX

lim
λ→0

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi = 0.

pO OPREDELENI@ PREDELA PO BAZE DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ ^ISLO δ > 0 TAKOE,
^TO DLQ L@BOGO RAZBIENIQ (P, ξ) S OTME^ENNYMI TO^KAMI OTREZKA [a, b], PARAMETR
KOTOROGO λ < δ, IMEET MESTO SOOTNO[ENIE∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi

∣∣∣∣∣ < ε

2
. (7)

eSLI TEPERX (P ′, ξ′) I (P ′′, ξ′′) — RAZBIENIQ S OTME^ENNYMI TO^KAMI OTREZKA
[a, b], PARAMETRY KOTORYH UDOWLETWORQET USLOWIQM λ′ < δ, λ′′ < δ, TO RASSMOTRIM
RAZBIENIE P̃ = P ′ ∪ P ′′, QWLQ@]EESQ PRODOLVENIEM OBOIH RAZBIENIJ P ′, P ′′. iZ
NERAWENSTW (3) I (7) SLEDUET, ^TO∣∣σ(f ; P̃ , ξ̃)− σ(f ; P ′, ξ′)

∣∣ < ε

2
,

∣∣σ(f ; P̃ , ξ̃)− σ(f ; P ′′, ξ′′)
∣∣ < ε

2
.

a ZNA^IT, IZ NERAWENSTWA TREUGOLXNIKOW POLU^AEM∣∣σ(f ; P ′, ξ′)− σ(f ; P ′′, ξ′′)
∣∣ < ε.

w SILU KRITERIQ kO[I SU]ESTWUET PREDEL lim
λ→0

σ(f ; P, ξ), T.E. f ∈ R[a, b].

⇒ : eSLI f ∈ R[a, b], TO SU]ESTWUET PREDEL lim
λ→0

σ(f ; P, ξ). w SILU KRITERIQ
kO[I DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO DLQ RAZBIENIJ (P, ξ′)
I (P, ξ′′) S OTME^ENNYMI TO^KAMI OTREZKA [a, b], PARAMETR KOTORYH λ < δ, IMEET
MESTO SOOTNO[ENIE ∣∣σ(f ; P, ξ)− σ(f ; P, ξ′)

∣∣ < ε. (8)

iZ SOOTNO[ENIJ (4)–(6), (8) SLEDUET, ^TO

|S(f ; P )− s(f ; P )| 6 |σ(f ; P, ξ)− σ(f ; P, ξ′) + 2ε| < 3ε,

A ZNA^IT
lim
λ→0

(
S(f ; P )− s(f ; P )

)
= 0.

nO ω(f ; ∆i) = Mi −mi, PO\TOMU

lim
λ→0

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi = lim
λ→0

n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi = lim
λ→0

(
S(f ; P )− s(f ; P )

)
= 0.

.

pRIMER. fUNKCIQ dIRIHLE

D(x) =

{
1, PRI x ∈ Q,
0, PRI x ∈ R \Q,

RASSMATRIWAEMAQ NA OTREZKE [0, 1], NE INTEGRIRUEMA NA NEM. dEJSTWITELXNO, DLQ
L@BOGO RAZBIENIQ P OTREZKA [0, 1] W KAVDOM ^ASTI^NOM OTREZKE∆i RAZBIENIQ P ESTX
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I RACIONALXNYE TO^KI, I IRRACIONALXNYE TO^KI, PO\TOMU ω(D; ∆i) = 1, A ZNA^IT,∑n
i=1 ω(D; ∆i)∆xi = 1 I USLOWIE KRITERIQ INTEGRIRUEMOSTI NE WYPOLNQETSQ.

sLEDSTWIE 1. eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b], TO ONA INTE-
GRIRUEMA NA \TOM OTREZKE.

dOK–WO. pO TEOREME kANTORA, POSKOLXKU FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE
[a, b], ONA RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA NEM. pO\TOMU DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ
TAKOE δ = δ(ε) > 0, ^TO OTREZOK [a, b] MOVNO RAZBITX NA ^ASTI^NYE OTREZKI DLINOJ
MENX[E δ, NA KAVDOM IZ KOTORYH KOLEBANIE FUNKCII f(x) BUDET MENX[E ε/(b −
a), T.E. PRI DIAMETRE λ(P ) < δ RAZBIENIQ P BUDET WYPOLNENO NERAWENSTWO 0 6
ω(f ; ∆i) < ε/(b − a). uMNOVAQ \TO NERAWENSTWO NA DLINU ∆xi > 0 ^ASTI^NOGO
OTREZKA I SUMMIRUQ PO i, POLU^AEM

0 6
n∑

i=1

ω(f ; ∆i)∆xi <

n∑
i=1

ε

b− a
∆xi = ε,

^TO W SILU KRITERIQ INTEGRIRUEMOSTI DOKAZYWAET UTWERVDENIE TEOREMY.

sLEDSTWIE 2. oGRANI^ENNAQ S KONE^NYM ^ISLOM TO^EK RAZRYWA NA OTREZKE
FUNKCIQ INTEGRIRUEMA NA \TOM OTREZKE.

dOK–WO. pUSTX FUNKCIQ f OGRANI^ENA I IMEET k TO^EK RAZRYWA NA OTREZKE
[a, b]. pROWERIM WYPOLNIMOSTX USLOWIQ KRITERIQ INTEGRIRUEMOSTI.

tAK KAK FUNKCIQ f OGRANI^ENA, TO OPREDELENO I KONE^NO KOLEBANIE ω(f ; [a, b])
\TOJ FUNKCII NA OTREZKE [a, b]. oBOZNA^IM EGO ^EREZ ω. pRI ZADANNOM ε > 0 PO-
STROIM δ1–OKRESTNOSTI KAVDOJ IZ k TO^EK RAZRYWA FUNKCII f NA [a, b] (ZNA^ENIE
δ1 WYBEREM POZVE). dOPOLNITELXNOE K OB_EDINENI@ \TIH OKRESTNOSTEJ MNOVESTWO
TO^EK OTREZKA [a, b] SOSTOIT IZ KONE^NOGO ^ISLA OTREZKOW, NA KAVDOM IZ KOTORYH f
NEPRERYWNA I, ZNA^IT, RAWNOMERNO NEPRERYWNA. pOSKOLXKU TAKIH OTREZKOW KONE^-
NOE ^ISLO, PO ε > 0 MOVNO UKAZATX δ2 = δ2(ε) > 0 TAK, ^TO NA L@BOM OTREZKE ∆,
DLINA KOTOROGO MENX[E δ2 I KOTORYJ POLNOSTX@ SODERVITSQ W ODNOM IZ UKAZANNYH
WY[E OTREZKOW NEPRERYWNOSTI f , BUDEM IMETX ω(f ; ∆) < ε

2(b− a)
.

wOZXMEM TEPERX ^ISLO δ = min{δ1, δ2}. pUSTX P — PROIZWOLXNOE RAZBIENIE
OTREZKA [a, b], DLQ KOTOROGO λ(P ) < δ. sUMMU IZ KRITERIQ INTEGRIRUEMOSTI, OTWE-
^A@]U@ RAZBIENI@ P , RAZOBXEM NA DWE ^ASTI:

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi =
∑

i′

ω(f ; ∆i)∆xi +
∑
i6=i′

ω(f ; ∆i)∆xi.

w SUMMU
∑

i′ WKL@^IM TE SLAGAEMYE, KOTORYE OTWE^A@T OTREZKAM ∆i RAZBIENIQ P ,
NE IME@]IM OB]IH TO^EK S POSTROENNYMI δ1–OKRESTNOSTQMI TO^EK RAZRYWA. dLQ
TAKIH OTREZKOW ∆i IMEEM ω(f ; ∆i) < ε

2(b− a)
, PO\TOMU

∑
i′

ω(f ; ∆i)∆xi <
ε

2(b− a)

∑
i′

∆xi <
ε

2(b− a)
(b− a) =

ε

2
.

sUMMA DLIN OSTAW[IHSQ OTREZKOW RAZBIENIQ P MENX[E

(δ + 2δ1 + δ)k 6 4 δ1 k =
ε

2ω
,
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ESLI POLOVITX δ1 = ε
8ωk

. pO\TOMU∑
i6=i′

ω(f ; ∆i)∆xi 6 ω
∑
i6=i′

∆xi < ω
ε

2ω
=

ε

2
.

tAKIM OBRAZOM, MY POLU^AEM, ^TO PRI λ(P ) < δ

n∑
i=1

ω(f ; ∆i)∆xi < ε,

T.E. WYPOLNENO USLOWIE KRITERIQ INTEGRIRUEMOSTI I PO\TOMU f ∈ R[a, b]. .

6 sWOJSTWA INTEGRALA: LINEJNOSTX I ADDITIW-

NOSTX

CM. [z: GL. 6, §2].

6.1 aDDITIWNOSTX

tEOREMA 1. eSLI FUNKCIQ INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b], TO ONA INTEGRIRUEMA I
NA L@BOM MENX[EM OTREZKE [c, d] ⊂ [a, b].

dOK–WO. pUSTX P — RAZBIENIE OTREZKA [c, d]. dOBAWIW K P NEKOTORYE TO^KI,
DOSTROIM P DO RAZBIENIQ P ′ OTREZKA [a, b], NO TAK, ^TOBY DIAMETR λ′ RAZBIENIQ P ′

BYL NE BOLX[E DIAMETRA λ RAZBIENIQ P . tOGDA

0 6
∑

P

ω(f
∣∣
[c,d]

; ∆i)∆xi 6
∑
P ′

ω(f ; ∆i)∆xi, (1)

GDE
∑

P — SUMMA PO WSEM OTREZKAM RAZBIENIQ P , A
∑

P ′ — SUMMA PO WSEM OTREZKAM
RAZBIENIQ P ′.

tAK KAK λ > λ′ > 0, TO λ′ → 0 PRI λ → 0. pEREHODQ W NERAWENSTWE (1) K PREDELU
PO BAZE λ → 0 I ISPOLXZUQ TEOREMU O PREDELE PROMEVUTO^NOJ FUNKCII I KRITERIJ
INTEGRIRUEMOSTI, POLU^AEM: f ∈ R[a, b] ⇒ f ∈ R[c, d]. .

oPREDELENNYJ INTEGRAL rIMANA OBOB]AETSQ NA SLU^AJ a > b, PRI \TOM PERE-
STANOWKA PREDELOW INTEGRIROWANIQ W OPREDELENNOM INTEGRALE IZMENQET EGO ZNAK, A
INTEGRALU S a = b PRIPISYWA@T NULEWOE ZNA^ENIE:∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx PRI a > b,

∫ a

a

f(x) dx = 0. (2)

dANNOE OPREDELENIE NE PROTIWORE^IT PREDYDU]EMU, TAK KAK SLU^AI a > b, b >
a I a = b NE PERESEKA@TSQ. fORMULY (2) MOTIWIRU@TSQ TEM, ^TO PRI a < b
TO^KI x0, . . . , xn RAZBIENIQ UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM a = x0 < x1 < . . . <
xn = b I PO\TOMU ∆xi = xi − xi−1 > 0. pOMENQW MESTAMI a I b, NO NE MENQQ WID
INTEGRALXNYH SUMM, POLU^AEM a = x0 > x1 > · · · > xn−1 > xn = b I ∆xi < 0,
A ZNA^IT INTEGRALXNYE SUMMY I OPREDELENNYJ INTEGRAL MENQ@T ZNAK. sLU^AJ
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a = b POLU^AETSQ IZ SLU^AEW a > b I b > a PREDELXNYM PEREHODOM b → a, TOGDA IZ
PERWOGO RAWENSTWA W (2) POLU^AEM WTOROE.

dLQ UDOBSTWA W SLU^AE a > b OTREZOK [b, a] BUDEM OBOZNA^ATX TAKVE ^EREZ [a, b].

tEOREMA 2. eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA NAIBOLX[EM IZ OTREZKOW
[a, b], [a, c] I [c, b], TO ONA INTEGRIRUEMA NA DWUH DRUGIH OTREZKAH I SPRAWEDLIWO
RAWENSTWO ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx, (3)

KAKOWO BY NI BYLO WZAIMNOE RASPOLOVENIE TO^EK a, b I c.

dOK–WO. pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO a < c < b I FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA
NA OTREZKE [a, b]. nA OSNOWANII TEOREMY 1 ZAKL@^AEM, ^TO f(x) INTEGRIRUEMA NA
OTREZKAH [a, c] I [c, b]. pO\TOMU W DALXNEJ[IH RASSUVDENIQH MOVNO ISPOLXZOWATX
NEKOTORYJ SPECIALXNYJ WID RAZBIENIJ \TIH OTREZKOW.

rIS. 2

rASSMOTRIM RAZBIENIE Tn OTREZKA [a, b] NA n ^ASTI^NYH OTREZKOW, PRI^EM TO^-
KU c BUDEM S^ITATX ODNOJ IZ TO^EK DELENIQ \TOGO OTREZKA (RIS. 2). pUSTX PRI \TOM
Tk I Tm — RAZBIENIQ OTREZKOW [a, c] I [c, b] NA k I m ^ASTI^NYH OTREZKOW SOOTWET-
STWENNO (k + m = n). tOGDA INTEGRALXNU@ SUMMU FUNKCII f(x) DLQ RAZBIENIQ
Tn = Tk ∪ Tm OTREZKA [a, b] MOVNO ZAPISATX W WIDE

n∑
i=1

f(ξi)∆xi =
k∑

i=1

f(ξ′i)∆x′i +
m∑

i=1

f(ξ′′i )∆x′′i , (4)

GDE PERWOE SLAGAEMOE SPRAWA SOOTWETSTWUET RAZBIENI@ Tk OTREZKA [a, c], A WTOROE —
RAZBIENI@ Tm OTREZKA [c, b]. pARAMETRY λn, λk, λm RAZBIENIJ Tn, Tk, Tm SWQZANY
NERAWENSTWAMI λk 6 λn, λm 6 λn. pO\TOMU PRI λn → 0 IMEEM TAKVE λk → 0 I
λm → 0. a ZNA^IT, PEREHODQ W (4) K PREDELU PO BAZE λn → 0, POLU^AEM RAWENSTWO (3).

pUSTX TEPERX a < b < c. tOGDA NA OSNOWANII DOKAZANNOGO IMEEM∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx.

rAZRE[AQ \TO RAWENSTWO OTNOSITELXNO INTEGRALA PO OTREZKU [a, b] I ISPOLXZUQ (2),
POLU^AEM∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx−
∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx.

aNALOGI^NO \TO SWOJSTWO MOVNO DOKAZATX DLQ L@BOGO DRUGOGO WZAIMNOGO RAS-
POLOVENIQ TO^EK a, b I c. .
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6.2 lINEJNOSTX

tEOREMA 3. pUSTX FUNKCII f1 I f2 INTEGRIRUEMY NA OTREZKE [a, b]. tOGDA PRI
α1, α2 ∈ R FUNKCIQ α1f1 + α2f2 TAKVE INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] I∫ b

a

(α1f1 + α2f2)(x) dx = α1

∫ b

a

f1(x) dx + α2

∫ b

a

f2(x) dx. (5)

dOK–WO. pUSTX a < b. dLQ NEKOTOROGO RAZBIENIQ P = (x0, . . . , xn) S OTME^EN-
NYMI TO^KAMI ξ = (ξ1, . . . , ξn) OTREZKA [a, b] IMEEM RAWENSTWO

n∑
i=1

(
α1f1(ξi) + α2f2(ξi)

)
∆xi = α1

n∑
i=1

f1(ξi)∆xi + α2

n∑
i=1

f2(ξi)∆xi. (6)

w SILU INTEGRIRUEMOSTI FUNKCIJ f1(x) I f2(x) NA OTREZKE [a, b] STOQ]IE W PRAWOJ
^ASTI \TOGO RAWENSTWA INTEGRALXNYE SUMMY IME@T PREDELY PO BAZE λ → 0. nO
TOGDA SU]ESTWUET KONE^NYJ PREDEL PO \TOJ BAZE I DLQ INTEGRALXNOJ SUMMY W
LEWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA, ^TO W SILU OPREDELENIQ DOKAZYWAET INTEGRIRUEMOSTX
FUNKCII α1f1(x)+α2f2(x) NA OTREZKE [a, b]. pEREHODQ W OBEIH ^ASTQH RAWENSTWA (6)
K PREDELU, POLU^AEM RAWENSTWO IZ UTWERVDENIQ TEOREMY.

pRI a = b WSE TRI INTEGRALA W (5) RAWNY NUL@. a PRI a > b, MENQQ MESTAMI a
I b, MENQEM ZNAKI WSEH TREH INTEGRALOW, A ZNA^IT, \TOT SLU^AJ SWODITSQ K SLU^A@
a < b. .

oTMETIM W ZAKL@^ENII, ^TO ESLI DWE FUNKCII RAZLI^A@TSQ NA OTREZKE LI[X
W KONE^NOM ^ISLE TO^EK, TO INTEGRIRUEMOSTX ODNOJ IZ \TIH FUNKCIJ RAWNOSILXNA
INTEGRIRUEMOSTI DRUGOJ, PRI^EM IH INTEGRALY SOWPADA@T. dLQ DOKAZATELXSTWA
\TOGO FAKTA DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX SWOJSTWO LINEJNOSTI I OPREDELENIE INTE-
GRALA.

7 mONOTONNOSTX INTEGRALA

CM. [z: GL. 6, §2].

7.1 tEOREMA OB OCENKE

tEOREMA 1. a) eSLI a < b, FUNKCIQ f INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] I f(x) > 0
∀x ∈ [a, b], TO ∫ b

a

f(x) dx > 0.

b) eSLI, KROME TOGO, SU]ESTWUET TO^KA x′ ∈ [a, b], W KOTOROJ f(x) NEPRERYWNA I
f(x′) > 0, TO ∫ b

a

f(x) dx > 0.
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dOK–WO. tAK KAK f(x) > 0 ∀x ∈ [a, b] I a < b, TO DLQ L@BOGO RAZBIENIQ P S
OTME^ENNYMI TO^KAMI ξ OTREZKA [a, b] IMEEM ∆xi > 0 I

n∑
i=1

f(ξi)∆xi > 0.

pEREHODQ W \TOM NERAWENSTWE K PREDELU PO BAZE λ → 0, POLU^AEM UTWERVDENIE a).
sOGLASNO SWOJSTWAM FUNKCII, NEPRERYWNOJ W TO^KE, I USLOWI@ TEOREMY, SU]E-

STWUET OKRESTNOSTX TO^KI x′ (ILI POLUOKRESTNOSTX \TOJ TO^KI, ESLI x′ SOWPADAET
S ODNIM IZ KONCOW OTREZKA), W KOTOROJ f(x) > 1

2
f(x′) = A > 0. wYDELIM W \TOJ

OKRESTNOSTI (ILI POLUOKRESTNOSTI) OTREZOK [α, β]. tOGDA W SILU ADDITIWNOSTI
OPREDELENNOGO INTEGRALA, UTWERVDENIQ a) I SWOJSTWA LINEJNOSTI IMEEM∫ b

a

f(x) dx =

∫ α

a

f(x) dx +

∫ β

α

f(x) dx +

∫ b

β

f(x) dx >

>
∫ β

α

f(x) dx =

∫ β

α

(
f(x)− A

)
dx +

∫ β

α

A dx > A(β − α) > 0. .

tEOREMA 2 (MONOTONNOSTX INTEGRALA). eSLI a < b, FUNKCII f1 I f2 INTE-
GRIRUEMY NA OTREZKE [a, b] I f1(x) > f2(x) ∀x ∈ [a, b], TO∫ b

a

f1(x) dx >
∫ b

a

f2(x) dx.

dOK–WO. w SILU SWOJSTWA LINEJNOSTI OPREDELENNOGO INTEGRALA FUNKCIQ f1(x)−
f2(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] I, PRIMENQQ TEOREMU 1, POLU^AEM∫ b

a

f1(x) dx−
∫ b

a

f2(x) dx =

∫ b

a

(
f1(x)− f2(x)

)
dx > 0,

TAK KAK PO USLOWI@ f1(x)− f2(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]. .

tEOREMA OB OCENKE. eSLI a < b, FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b]
I m 6 f(x) 6M ∀x ∈ (a, b), TO

m(b− a) 6
∫ b

a

f(x) dx 6M(b− a).

dLQ DOK–WA DOSTATO^NO PRIMENITX TEOREMU 2 K NERAWENSTWU m 6 f(x) 6M NA
OTREZKE [a, b]. .

zADA^A. dAJTE GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ DANNOJ TEOREMY.

7.2 oCENKA MODULQ INTEGRALA

tEOREMA 3 (OB OCENKE MODULQ INTEGRALA). eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA
NA OTREZKE [a, b], TO EE MODULX |f(x)| ESTX TAKVE INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ NA OTREZKE
[a, b] I ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ ∫ b

a

|f(x)| dx

∣∣∣∣. (1)
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dOK–WO. u^ITYWAQ NERAWENSTWO
∣∣ |f(ξ)| − |f(η)|

∣∣ 6 ∣∣f(ξ) − f(η)
∣∣, WERNOE DLQ

L@BYH TO^EK ξ, η ∈ [a, b], ZAKL@^AEM, ^TO ω(|f |; E) 6 ω(f ; E). pO\TOMU DLQ PROIZ-
WOLXNOGO RAZBIENIE OTREZKA [a, b] IMEEM

0 6
n∑

i=1

ω(|f |; ∆i)∆xi 6
n∑

i=1

ω(f ; ∆i)∆xi.

sOGLASNO KRITERI@ INTEGRIRUEMOSTI, PREDEL PO BAZE λ → 0 PRAWOJ ^ASTI \TOGO
NERAWENSTWA RAWEN NUL@. sLEDOWATELXNO, PREDEL PO \TOJ BAZE CENTRALXNOJ ^ASTI
TAKVE RAWEN NUL@, ^TO PO TOMU VE KRITERI@ OZNA^AET INTEGRIRUEMOSTX FUNKCII
|f(x)| NA OTREZKE [a, b].

pUSTX a < b. tAK KAK −|f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)| PRI x ∈ [a, b], TO PO TEOREME 2:

−
∫ b

a

|f(x)| dx 6
∫ b

a

f(x) dx 6
∫ b

a

|f(x)| dx,

A \TO RAWNOSILXNO NERAWENSTWU (1).
pRI a = b OBA INTEGRALA W (1) RAWNY NUL@. a PRI a > b, MENQQ MESTAMI a I b,

MENQEM ZNAKI OBOIH INTEGRALOW, A ZNA^IT, \TOT SLU^AJ SWODITSQ K SLU^A@ a < b. .

7.3 dWE TEOREMY O SREDNEM

tEOREMA O SREDNEM ZNA^ENII. eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b],
TO NA \TOM OTREZKE NAJDETSQ HOTQ BY ODNA TO^KA c, DLQ KOTOROJ SPRAWEDLIWO RA-
WENSTWO ∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a). (2)

dOK–WO. tAK KAK FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b], TO ONA INTEGRIRU-
EMA NA NEM. kROME TOGO, SOGLASNO TEOREME wEJER[TRASSA, NEPRERYWNAQ NA OTREZKE
FUNKCIQ DOSTIGAET NA \TOM OTREZKE SWOIH NAIMENX[EGO m I NAIBOLX[EGO M ZNA-
^ENIJ. pOSKOLXKU m 6 f(x) 6 M ∀x ∈ [a, b], TO NA OSNOWANII TEOREMY OB OCENKE
MOVNO ZAPISATX

m 6
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx 6M.

oBOZNA^IM SREDN@@ ^ASTX \TOGO NERAWENSTWA ^EREZ µ. tOGDA µ ∈ [m, M ], PRI^EM
FUNKCIQ f(x) PRINIMAET ZNA^ENIQ m I M . sOGLASNO TEOREME bOLXCANO — kO[I O
PROMEVUTO^NOM ZNA^ENII NEPRERYWNOJ FUNKCII, NAJDETSQ HOTQ BY ODNA TO^KA c ∈
[a, b], W KOTOROJ f(c) = µ. u^ITYWAQ OPREDELENIE ^ISLA µ, POLU^AEM UTWERVDENIE
TEOREMY. .

sREDNIM ZNA^ENIEM FUNKCII NA OTREZKE [a, b] NAZYWA@T ^ISLO

1

(b− a)

∫ b

a

f(x) dx.

gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ TEOREMY O SREDNEM. pRI f(x) > 0 ∀x ∈
[a, b] OPREDELENNYJ INTEGRAL W LEWOJ ^ASTI (2) PREDSTAWLQET PLO]ADX KRIWOLI-
NEJNOJ TRAPECII abBA (RIS. 3), IME@]EJ OSNOWANIEM OTREZOK [a, b] I OGRANI^EN-
NU@ GRAFIKOM FUNKCII f(x) I PRQMYMI x = a, x = b. sOGLASNO (2), \TA PLO]ADX
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rIS. 3

RAWNA PLO]ADI PRQMOUGOLXNIKA S TEM VE OSNOWANIEM I WYSOTOJ, SOWPADA@]EJ SO
ZNA^ENIEM f(c) FUNKCII f(x) W TO^KE c ∈ [a, b].

oBOB]ENNAQ TEOREMA O SREDNEM ZNA^ENII. eSLI NA OTREZKE [a, b] FUNK-
CIQ f(x) NEPRERYWNA, A FUNKCIQ g(x) INTEGRIRUEMA I ZNAKOPOSTOQNNA, TO NA \TOM
OTREZKE NAJDETSQ HOTQ BY ODNA TO^KA c, DLQ KOTOROJ SPRAWEDLIWO RAWENSTWO∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a

g(x) dx. (3)

dOK–WO. pUSTX a < b I g(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]. tAK KAK FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA
NA OTREZKE [a, b], TO, SOGLASNO TEOREME wEJER[TRASSA, ONA DOSTIGAET NA \TOM OT-
REZKE NAIMENX[EGO m I NAIBOLX[EGO M ZNA^ENIJ I PRI \TOM mg(x) 6 f(x)g(x) 6
Mg(x) ∀x ∈ [a, b]. w SILU SWOJSTW MONOTONNOSTI I LINEJNOSTI INTEGRALA IMEEM

m

∫ b

a

g(x) dx 6
∫ b

a

f(x)g(x) dx 6M

∫ b

a

g(x) dx. (4)

sOGLASNO TEOREME 1, INTEGRAL OT NEOTRICATELXNOJ FUNKCII NEOTRICATELEN, T.E.

I =

∫ b

a

g(x) dx > 0.

eSLI I = 0, TO INTEGRAL W SREDNEJ ^ASTI (4) TAKVE RAWEN NUL@ I (3) WERNO DLQ
L@BOJ TO^KI c ∈ [a, b]. eSLI VE I > 0, TO, RAZDELIW (4) NA I, POLU^IM

m 6
1

I

∫ b

a

f(x)g(x) dx 6M.

oBOZNA^IM SREDN@@ ^ASTX \TOGO NERAWENSTWA ^EREZ µ. tAK KAK µ ∈ [m, M ], TO,
SOGLASNO TEOREME bOLXCANO — kO[I, NAJDETSQ HOTQ BY ODNA TO^KA c ∈ [a, b], W
KOTOROJ f(c) = µ. oTS@DA S U^ETOM OPREDELENIQ ^ISLA µ SLEDUET (3).

aNALOGI^NOE DOKAZATELXSTWO (3) W SLU^AE g(x) 6 0 ∀x ∈ [a, b].
pRI a = b OBA INTEGRALA W (3) RAWNY NUL@. a PRI a > b, MENQQ MESTAMI a I b,

MENQEM ZNAKI OBOIH INTEGRALOW, A ZNA^IT, \TOT SLU^AJ SWODITSQ K SLU^A@ a < b. .

8 wY^ISLENIE OPREDELENNOGO INTEGRALA

CM. [z: GL. 6, §3].
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8.1 iNTEGRAL S PEREMENNYM PREDELOM

tEOREMA 1. eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b], TO FUNKCIQ

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt (1)

OPREDELENA I NEPRERYWNA NA [a, b].

dOK–WO. tAK KAK FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b], TO ONA INTE-
GRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE [a, x] ⊆ [a, b], A ZNA^IT, FUNKCIQ F (x) OPREDELENA DLQ
L@BOGO x ∈ [a, b].

w SILU NEOBHODIMOGO USLOWIQ INTEGRIRUEMOSTI FUNKCIQ f(x) OGRANI^ENA NA
OTREZKE [a, b], T.E. |f(x)| 6 M PRI x ∈ [a, b] DLQ NEKOTOROGO M > 0. pRIDADIM
PROIZWOLXNOMU x0 ∈ [a, b] PRIRA]ENIE ∆x, NE WYWODQ]EE TO^KU x0 +∆x ZA PREDELY
OTREZKA [a, b]. tOGDA W SILU ADDITIWNOSTI OPREDELENNOGO INTEGRALA PRIRA]ENIE
FUNKCII F (x), SOOTWETSTWU@]EE PRIRA]ENI@ ∆x, MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

∆F = F (x0 + ∆x)− F (x0) =

∫ x0+∆x

a

f(t) dt−
∫ x0

a

f(t) dt =

∫ x0+∆x

x0

f(t) dt.

iSPOLXZUQ TEOREMU OB OCENKE MODULQ I MONOTONNOSTX INTEGRALA, NAHODIM

0 6 |∆F | =
∣∣∣∣∫ x0+∆x

x0

f(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫ x0+∆x

x0

|f(t)| dt

∣∣∣∣ 6M |∆x|.

uSTREMLQQ ∆x K NUL@, POLU^AEM lim
∆x→0

∆F = 0, ^TO I DOKAZYWAET NEPRERYWNOSTX
FUNKCII F (x) W TO^KE x0. pRI SOWPADENII TO^KI x0 S ODNIM IZ KONCOW OTREZKA [a, b]
FUNKCIQ F (x) BUDET NEPRERYWNA LIBO SPRAWA W TO^KE a, LIBO SLEWA W TO^KE b. tAK
KAK x0 QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ TO^KOJ OTREZKA [a, b], TO FUNKCIQ F (x) NEPRERYWNA
NA \TOM OTREZKE. .

iNTEGRAL IZ TEOREMY 1 NAZYWA@T OPREDELENNYM INTEGRALOM S PEREMEN-
NYM WERHNIM PREDELOM.

tEOREMA 2. eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] I NEPRERYWNA W
TO^KE x0 ∈ [a, b], TO FUNKCIQ (1) DIFFERENCIRUEMA W \TOJ TO^KE, PRI^EM F ′(x0) =
f(x0).

dOK–WO. iZ OPREDELENIQ FUNKCII F (x) I SWOJSTW INTEGRALA SLEDUET, ^TO

F (x)−F (x0)

x− x0

− f(x0) =
1

x−x0

(∫ x

a

f(t) dt−
∫ x0

a

f(t) dt−
∫ x

x0

f(x0) dt

)
=

=
1

x− x0

(∫ x

x0

f(t) dt−
∫ x

x0

f(x0) dt

)
=

1

x− x0

∫ x

x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt.

pO TEOREME OB OCENKE MODULQ INTEGRALA∣∣∣∣ 1

x− x0

∫ x

x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt

∣∣∣∣ 6 1

|x− x0|

∣∣∣∣∫ x

x0

∣∣f(t)− f(x0)
∣∣ dt

∣∣∣∣.
pUSTX ε — PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE ^ISLO. tOGDA W SILU OPREDELENIQ NE-

PRERYWNOSTI FUNKCII W TO^KE NAJDETSQ TAKOE δ = δ(ε) > 0, ^TO PRI USLOWII
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|x− x0| < δ I x ∈ [a, b] BUDET WYPOLNENO NERAWENSTWO |f(x)− f(x0)| < ε. u^ITYWAQ
MONOTONNOSTX INTEGRALA, DLQ UKAZANNYH x IMEEM∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0

− f(x0)

∣∣∣∣ 6 1

|x− x0|

∣∣∣∣∫ x

x0

∣∣f(t)− f(x0)
∣∣ dt

∣∣∣∣ 6 ε|x− x0|
|x− x0|

= ε.

pO\TOMU F ′(x0) = f(x0). .

sLEDSTWIE. eSLI FUNKCIQ NEPRERYWNA NA OTREZKE, TO ONA NA NEM IMEET PERWO-
OBRAZNU@, PRI^EM ODNOJ IZ PERWOOBRAZNYH QWLQETSQ INTEGRAL S PEREMENNYM WERH-
NIM PREDELOM.

tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL rIMANA POZWOLQET POSTROITX PERWOOBRAZNU@ NEPRE-
RYWNOJ FUNKCII.

8.2 fORMULA nX@TONA — lEJBNICA

tEOREMA 3 (FORMULA nX@TONA — lEJBNICA). pUSTX FUNKCIQ f(x) NEPRE-
RYWNA NA OTREZKE [a, b]. tOGDA SU]ESTWUET PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(x) NA OTREZKE
[a, b] I ∫ b

a

f(t) dt = Φ(b)− Φ(a),

GDE Φ(x) — ODNA IZ PERWOOBRAZNYH FUNKCII f(x) NA \TOM OTREZKE.
dOK–WO. iZ TEOREMY 2 SLEDUET, ^TO FUNKCIQ (1) ESTX PERWOOBRAZNAQ FUNKCII

f(x) NA OTREZKE [a, b]. dWE PERWOOBRAZNYE ODNOJ I TOJ VE FUNKCII NA ODNOM OTREZKE
OTLI^A@TSQ NA KONSTANTU (SM. §1). pO\TOMU L@BU@ PERWOOBRAZNU@ Φ(x) FUNKCII
f(x) NA OTREZKE [a, b] MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

Φ(x) = C +

∫ x

a

f(t) dt.

pOLAGAQ ZDESX x = a I x = b, POLU^AEM UKAZANNU@ FORMULU. .

rAZNOSTX W PRAWOJ ^ASTI FORMULY nX@TONA — lEJBNICA OBOZNA^A@T Φ(x)
∣∣∣b
a
.

fORMULA nX@TONA — lEJBNICA DAET SWQZX OPREDELENNOGO I NEOPREDELENNOGO
INTEGRALOW, METOD WY^ISLENIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA, A TAKVE POZWOLQET USTA-
NOWITX PRAWILO ZAMENY PEREMENNOJ POD ZNAKOM OPREDELENNOGO INTEGRALA I PRAWILO
INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM.

8.3 iNTEGRIROWANIE PO ^ASTQM

tEOREMA 4. eSLI FUNKCII u(x) I v(x) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY NA OTREZKE
[a, b], TO SPRAWEDLIWA FORMULA∫ b

a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

v(x) du(x).

dOK–WO. iSPOLXZUQ FORMULU PROIZWODNOJ PROIZWEDENIQ I FORMULU nX@TONA —
lEJBNICA, POLU^AEM∫ b

a

u′(x)v(x) dx +

∫ b

a

u(x)v′(x) dx =

∫ b

a

(
u(x)v(x)

)′
dx = u(x)v(x)

∣∣∣b
a
. .
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8.4 zAMENA PEREMENNOJ (PODSTANOWKA)

tEOREMA 5. eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b], A FUNKCIQ ϕ(t)
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE [α, β], PRI^EM ϕ(α) = a, ϕ(β) = b I
ϕ(t) ∈ [a, b] PRI t ∈ [α, β], TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWO∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt.

dOK–WO. tAK KAK FUNKCII f(x) I ϕ(t) NEPRERYWNY NA OTREZKAH [a, b] I [α, β]
SOOTWETSTWENNO I ϕ(t) ∈ [a, b] PRI t ∈ [α, β], TO SLOVNAQ FUNKCIQ f

(
ϕ(t)

)
NEPRE-

RYWNA NA [α, β]. wWIDU NEPRERYWNOSTI PODYNTEGRALXNYH FUNKCIJ SU]ESTWU@T
OBA OPREDELENNYH INTEGRALA, A PO TEOREME O PROIZWODNOJ INTEGRALA S PEREMENNYM
WERHNIM PREDELOM FUNKCIQ F (x) =

∫ x

a
f(t) dt ESTX PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(x) NA

OTREZKE [a, b]. pO\TOMU

d

dt
F
(
ϕ(t)

)
= F ′(ϕ(t)

)
ϕ′(t) = f

(
ϕ(t)

)
ϕ′(t)

I, ISPOLXZUQ DWAVDY FORMULU nX@TONA — lEJBNICA, POLU^AEM:∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = F

(
ϕ(β)

)
− F

(
ϕ(α)

)
= F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx. .

zAME^ANIQ. 1. eSLI FUNKCIQ ϕ(t) MONOTONNA NA OTREZKE [α, β], USLOWIE ϕ(t) ∈
[a, b] PRI t ∈ [α, β] SLEDUET IZ DRUGIH USLOWIJ TEOREMY 2 I NE TREBUET PROWERKI.

2. pRI WY^ISLENII NEOPREDELENNOGO INTEGRALA ZAMENOJ PEREMENNOJ x NA t,
POLU^IW PERWOOBRAZNU@, WYRAVENNU@ ^EREZ PEREMENNU@ t, NUVNO BYLO WOZWRA-
]ATXSQ K ISHODNOJ PEREMENNOJ x. pRI WY^ISLENII VE OPREDELENNOGO INTEGRALA
W \TOM NET NADOBNOSTI. oDNAKO NE SLEDUET ZABYWATX DELATX PERES^ET PREDELOW
INTEGRIROWANIQ PRI PEREHODE K NOWOJ PEREMENNOJ.

zADA^A 1. wY^ISLITE INTEGRAL, ISPOLXZUQ UKAZANNU@ ZAMENU:∫ 1

0

√
1− x2 dx = |x = sin t| = . . . .

zADA^A 2. nAJDITE O[IBKU:

π =

∫ π

0

dx =

∫ π

0

dx

sin2 x + cos2 x
= |t = tg x| =

∫ 0

0

dt

t2 + 1
= 0.

zAME^ANIE. dLQ NAHOVDENIQ ZNA^ENIJ NEKOTORYH OPREDELENNYH INTEGRALOW
NET NEOBHODIMOSTI WY^ISLQTX IH, DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX IH GEOMETRI^ESKU@
INTERPRETACI@. nAPRIMER INTEGRAL IZ ZADA^I 1 — \TO PLO]ADX ^ETWERTI KRUGA
RADIUSA 1, I PO\TOMU ON RAWEN π/4.
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9 gEOMETRI^ESKIE PRILOVENIQ INTEGRALA

CM. [z: GL. 6, §4], [zik: §9.1, 9.3, 9.4].

9.1 pLO]ADX PLOSKOJ FIGURY

tEOREMA 1. pUSTX PLOSKAQ FIGURA OGRANI^ENA OTREZKAMI PRQMYH x = a I x = b,
I GRAFIKAMI NEPRERYWNYH NA OTREZKE [a, b] FUNKCIJ f1(x) I f2(x), PRI^EM f1(x) 6
f2(x) ∀x ∈ [a, b]. tOGDA PLO]ADX TAKOJ FIGURY RAWNA

S =

∫ b

a

(
f2(x)− f1(x)

)
dx.

dLQ DOK–WA ISPOLXZUEM SDWIG FIGURY WWERH (SM. RIS. 4). w SILU NEPRERYWNOSTI
FUNKCII f1(x) NA OTREZKE [a, b], ONA OGRANI^ENA NA NEM, I PO\TOMU NAJDETSQ TAKOE
^ISLO M > 0, ^TO

g1(x) = f1(x) + M > 0 ∀x ∈ [a, b].

rIS. 4

pOLOVIM g2(x) = f2(x) + M . tOGDA g2(x) > g1(x) DLQ L@BOGO x ∈ [a, b]. zA[TRI-
HOWANNYE NA RIS. 4 PLO]ADI S I S ′ RAWNY, TAK KAK ODNA POLU^AETSQ IZ DRUGOJ
SDWIGOM, A PRI SDWIGE PLO]ADX NE MENQETSQ. pLO]ADX S ′ RAWNA RAZNOSTI S2 − S1

PLO]ADEJ KRIWOLINEJNYH TRAPECIJ: S2 OGRANI^ENA GRAFIKOM FUNKCII g2(x), S1 —
GRAFIKOM FUNKCII g1(x). iSPOLXZUQ GEOMETRI^ESKIJ SMYSL OPREDELENNOGO INTE-
GRALA KAK PLO]ADI KRIWOLINEJNOJ TRAPECII I LINEJNOSTX INTEGRALA, POLU^AEM

S = S ′ = S2 − S1 =

∫ b

a

(
g2(x)− g1(x)

)
dx =

∫ b

a

(
f2(x)− f1(x)

)
dx. .

pLO]ADX PLOSKOJ FIGURY BOLEE SLOVNOJ FORMY MOVNO RAZREZATX WERTIKALX-
NYMI PRQMYMI NA FIGURY RASSMOTRENNOGO W TEOREME 1 WIDA I POLU^ITX FORMULU
DLQ PLO]ADI W WIDE SUMMY INTEGRALOW.

zADA^A 1. fIGURU, OGRANI^ENNU@ GIPERBOLOJ x2 − y2 = 1 I \LLIPSOM
x2 + 4y2 = 4, RAZREVXTE WERTIKALXNYMI PRQMYMI NA FIGURY UKAZANNOGO WIDA I
ZAPI[ITE SUMMU INTEGRALOW DLQ WY^ISLENIQ PLO]ADI \TOJ FIGURY.

sLEDSTWIE. pUSTX PLOSKAQ FIGURY OGRANI^ENA KRIWOJ, ZADANOJ PARAMETRI-
^ESKI URAWNENIQMI x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β], I, MOVET BYTX, WERTIKALXNYMI

25



PRQMYMI I OSX@ Ox. fUNKCIQ y(t) NEPRERYWNA NA OTREZKE [α, β], A x(t) DIFFE-
RENCIRUEMA I IMEET NEPRERYWNU@ NA [α, β] PROIZWODNU@. kROME TOGO, DWIGAQSX
PO KRIWOJ W NAPRAWLENII ROSTA t FIGURA OSTAETSQ SPRAWA. tOGDA PLO]ADX \TOJ
FIGURY RAWNA

S =

∫ β

α

y(t) x′(t) dt.

dOK–WO. rAZREVEM RASSMATRIWAEMU@ FIGURU Φ WERTIKALXNYMI PRQMYMI NA
FIGURY Φi, i = 1, . . . , k, RASSMOTRENNOGO W TEOREME 1 WIDA. kRIWAQ, OGRANI^I-
WA@]AQ FIGURU Φ, TAKVE RAZREVETSQ NA NESKOLXKO (m) ^ASTEJ, KOTORYE ZADANY
PARAMETRI^ESKI TEMI VE URAWNENIQMI x = x(t), y = y(t), NO S RAZNOJ OBLASTX@
IZMENENIQ PARAMETRA: t ∈ [αj, βj], j = 1, . . . ,m, PRI \TOM

α = α1 < β1 = α2 < β2 = α3 < . . . < βm = β.

pO TEOREME 1 PLO]ADX Si ^ASTI Φi RAWNA INTEGRALU OT RAZNOSTI f2i(x) − f1i(x)
FUNKCIJ NA NEKOTOROJ ^ASTI [ai, bi] OTREZKA [a, b], GDE y = f2i(x) — URAWNENIE
WERHNEJ GRANICY FIGURY Φi, A y = f1i(x) — URAWNENIE NIVNEJ GRANICY. pO
USLOWII \TI GRANICY ZADANY PARAMETRI^ESKI URAWNENIQMI x = x(t), y = y(t).
pUSTX [αji

, βji
] — OBLASTX IZMENENIQ PARAMETRA NA WERHNEJ GRANICE, [αki

, βki
] —

OBLASTX IZMENENIQ PARAMETRA NA NIVNEJ GRANICE (1 6 ji, ki 6 m). tOGDA OBRAZ I
OTREZKA [αji

, βji
], I OTREZKA [αki

, βki
] PRI OTOBRAVENII t → x(t) ESTX OTREZOK [ai, bi].

pRI \TOM, TAK KAK ”DWIGAQSX PO KRIWOJ W NAPRAWLENII ROSTA t FIGURA OSTAETSQ
SPRAWA” (SM. USLOWIE), TO

x(αji
) = ai, x(βji

) = bi, x(αki
) = bi, x(βki

) = ai. (1)

iNTEGRAL IZ TEOREMY 1 DLQ PLO]ADI Si PREDSTAWIM W WIDE RAZNOSTI DWUH INTEGRA-
LOW I W KAVDOM IZ NIH SDELAEM ZAMENU PEREMENNOJ x = x(t), POLU^IM

Si =

∫ bi

ai

f2i(x) dx−
∫ bi

ai

f1i(x) dx =

∫ βji

αji

y(t) x′(t) dt−
∫ αki

βki

y(t) x′(t) dt,

GDE U^TENO (1) I TO, ^TO f2i(x(t)) = y(t) PRI t ∈ [αji
, βji

] I f1i(x(t)) = y(t) PRI
t ∈ [αki

, βki
]. mENQQ W POSLEDNEM INTEGRALE PORQDOK INTEGRIROWANIQ, POLU^AEM:

Si =

∫ βji

αji

y(t) x′(t) dt +

∫ βki

αki

y(t) x′(t) dt.

oTMETIM, ^TO WOZMOVNA SITUACIQ, KOGDA NIVNQQ ILI WERHNQQ GRANICA FIGURY
Φi ESTX OTREZOK OSI Ox. tOGDA W WYRAVENII DLQ PLO]ADI Si PRISUTSTWUET TOLXKO
ODIN IZ INTEGRALOW (WTOROJ RAWEN NUL@).

pLO]ADX S WSEJ FIGURY Φ RAWNA SUMME PLO]ADEJ Si, i = 1, . . . , k. tAK KAK DLQ
L@BOGO j = 1, . . . ,m URAWNENIQ x = x(t), y = y(t) PRI t ∈ [αj, βj] ZADA@T GRANI-
CU (NIVN@@ ILI WERHN@@) W TO^NOSTI ODNOGO U^ASTKA, TO INTEGRAL OT FUNKCII
y(t) x′(t) NA OTREZKE [αj, βj] WSTRE^AETSQ W SUMME

∑k
i=1 Si W TO^NOSTI ODIN RAZ.

iSPOLXZUQ SWOJSTWO ADDITIWNOSTI, PREOBRAZUEM \TU SUMMU INTEGRALOW W ODIN IN-
TEGRAL. pOLU^IM UTWERVDENIE DANNOGO SLEDSTWIQ. .

zADA^A 2. iSPOLXZUQ DOKAZANNOE SLEDSTWIE, NAJDITE PLO]ADX WNUTRI ASTROI-
DY

x(t) = a cos3 t, y(t) = a sin3 t; t ∈ [0, 2π],
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9.2 mETOD DIFFERENCIALOW

rASSMOTRIM OB]U@ SHEMU PRIMENENIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA.
nAPOMNIM: [b, a] = [a, b].

lEMMA. pUSTX FUNKCII g I F OPREDELENY W OKRESTNOSTI TO^KI x, g NEPRERYWNA
W x. fUNKCIQ G(∆x) OPREDELENA W WYKOLOTOJ OKRESTNOSTI U̇(0) NULQ I

∀ ∆x ∈ U̇(0) inf
t∈[x,x+∆x]

g(t) 6
∆F (x)

G(∆x)
6 sup

t∈[x,x+∆x]

g(t).

eSLI G(∆x) = h∆x + o(∆x), h 6= 0, TO F ′(x) = g(x)h.

dOK–WO. iZ NEPRERYWNOSTI FUNKCII g W TO^KE x SLEDUET, ^TO

∀ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 : |∆x| < δ ⇒ ∀ t ∈ [x, x + ∆x] |g(t)− g(x)| < ε.

a ZNA^IT, DLQ UKAZANNYH ∆x IMEEM

−ε 6 inf
t∈[x,x+∆x]

g(t)− g(x) 6
∆F (x)

h∆x + o(∆x)
− g(x) 6 sup

t∈[x,x+∆x]

g(t)− g(x) 6 ε.

pO OPREDELENI@ PREDELA

lim
∆x→0

∆F (x)

h∆x + o(∆x)
= g(x).

pO\TOMU

F ′(x) = lim
∆x→0

∆F (x)

∆x
= lim

∆x→0

∆F (x)

h∆x + o(∆x)
lim

∆x→0

h∆x + o(∆x)

∆x
= g(x)h. .

iNTEGRALXNOE IS^ISLENIE PRIMENQETSQ PRI RE[ENII RAZLI^NYH ZADA^ MATEMA-
TIKI, FIZIKI, TEHNIKI I T.D. oDIN IZ HARAKTERNYH PODHODOW TAKOGO PRIMENENIQ
NAZYWA@T METODOM DIFFERENCIALOW. oN OSNOWAN NA WYPOLNENII SLEDU@]IH
TREH [AGOW:
1) RE[AEMU@ ZADA^U PEREFORMULIRU@T W ZADA^U POISKA ZNA^ENIQ F (b) FUNKCII
F (x), OPREDELENNOJ NA OTREZKE [a, b], PRI^EM F (a) = 0;
2) ISPOLXZUQ OCENKI DLQ ∆F (x), LEMMU ILI DRUGIE PODOBNYE SOOBRAVENIQ, POLU-
^A@T FORMULU dF (x) = f(x)dx;

3) IZ FORMULY nX@TONA — lEJBNICA WYWODQT RAWENSTWO F (b) =
∫ b

a
f(x) dx.

rASSMOTRIM NEKOTORYE PRIMENENIQ METODA DIFFERENCIALOW W GEOMETRII.

tEOREMA 2 (FORMULA DLQ PLO]ADI W POLQRNYH KOORDINATAH). pUSTX
W POLQRNYH KOORDINATAH (ρ, ϕ) PLOSKAQ FIGURA Φ OGRANI^ENA KRIWOJ ρ = ρ(ϕ) I
DWUMQ LU^AMI ϕ = α I ϕ = β, (α < β). fUNKCIQ ρ(ϕ) NEPRERYWNA NA OTREZKE [α, β].
tOGDA PLO]ADX FIGURY Φ RAWNA

S =
1

2

∫ β

α

ρ2(ϕ) dϕ.
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dOK–WO METODOM DIFFERENCIALOW: PLO]ADX FIGURY, OGRANI^ENNOJ KRIWOJ ρ =
ρ(ϕ) I LU^AMI, SOSTAWLQ@]IMI S POLQRNOJ OSX@ UGLY α I ϕ > α, OBOZNA^IM ^EREZ
S(ϕ). tOGDA S(α) = 0, A S(β) — ISKOMAQ PLO]ADX. fIGURA MEVDU LU^AMI ϕ I
ϕ+∆ϕ SODERVITSQ W KRUGOWOM SEKTORE S UGLOM ∆ϕ RADIUSA ρM = maxt∈[ϕ,ϕ+∆ϕ] ρ(t)
I SODERVIT KRUGOWOJ SEKTOR S TEM VE UGLOM ∆ϕ RADIUSA ρm = mint∈[ϕ,ϕ+∆ϕ] ρ(t).
pO\TOMU PLO]ADX ∆S \TOJ FIGURY UDOWLETWORQET NERAWENSTWAM

1

2
ρ2

m∆ϕ 6 ∆S 6
1

2
ρ2

M∆ϕ.

pOLAGAQ F = S, h = 1, g = 1/2 ρ2, MY WIDIM, ^TO USLOWIQ LEMMY WYPOLNQ@TSQ,
A ZNA^IT, dS = 1/2 ρ2(ϕ) dϕ. iNTEGRIRUQ dS OT α DO β POLU^AEM UKAZANNU@
FORMULU.

9.3 oB_EM TELA

tEOREMA 3 (FORMULY DLQ OB_EMOW TEL WRA]ENIJ). pUSTX FIGURA Φ — KRI-
WOLINEJNAQ TRAPECIQ NEPRERYWNOJ I NEOTRICATELXNOJ FUNKCII f(x) NA OTREZKE
[a, b]. tOGDA
A) OB_EM TELA, OBRAZOWANOGO WRA]ENIEM FIGURY Φ WOKRUG OSI Ox, RAWEN

VOx = π

∫ b

a

f 2(x) dx.

B) pRI a > 0 I WRA]ENII FIGURY Φ WOKRUG OSI Oy POLU^AEM TELO S OB_EMOM

VOy = 2π

∫ b

a

xf(x) dx.

dOK–WO METODOM DIFFERENCIALOW: A) OB_EM TELA, OBRAZOWANOGO WRA]ENIEM
WOKRUG OSI Ox KRIWOLINEJNOJ TRAPECII, OGRANI^ENNOJ GRAFIKOM FUNKCII f NA
OTREZKE [a, x], OBOZNA^IM ^EREZ V (x). tOGDA V (a) = 0, A V (b) — ISKOMYJ OB_-
EM. pRIRA]ENIE ∆V \TOJ FUNKCII W TO^KE x ESTX OB_EM ^ASTI RASSMATRIWAE-
MOGO TELA MEVDU PLOSKOSTQMI c ABCISSAMI x I x + ∆x. |TA ^ASTX SODERVITSQ
I SODERVIT KRUGOWYE CILINDRY [IRINY ∆x RADIUSA fM = maxt∈[x,x+∆x] f(t) I
fm = mint∈[x,x+∆x] f(t) SOOTWETSTWENNO, PO\TOMU

πf 2
m∆x 6 ∆V 6 πf 2

M∆x.

pRIMENQQ LEMMU, KOGDA F = V, h = 1, g = πf 2, POLU^AEM dV = πf 2(x) dx I UKAZAN-
NU@ FORMULU DLQ VOx.

B) oBOZNA^IM TEPERX ^EREZ V (x) OB_EM TELA, OBRAZOWANOGO WRA]ENIEM WOKRUG
OSI Oy TOJ VE KRIWOLINEJNOJ TRAPECII NA OTREZKE [a, x]. dWE KRUGOWYE CILIN-
DRI^ESKIE POWERHNOSTI RADIUSA x I x + ∆x WYREZA@T IZ RASSMATRIWAEMOGO TELA
^ASTX OB_EMOM ∆V . |TA ^ASTX SODERVITSQ I SODERVIT CILINDRI^ESKU@ OBOLO^KU
RADIUSA x, TOL]INOJ ∆x I WYSOTOJ fM = maxt∈[x,x+∆x] f(t) I fm = mint∈[x,x+∆x] f(t)
SOOTWETSTWENNO. oB_EM CILINDRI^ESKOJ OBOLO^KI RADIUSA x, TOL]INOJ ∆x I WY-
SOTOJ h RAWEN π(x + ∆x)2h− πx2h = πh(2x∆x + ∆x2). pO\TOMU

πfm 6
∆V (x)

2x∆x + ∆x2
6 πfM ,
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PO LEMME dV = 2πxf(x) dx, I IZ FORMULY nX@TONA — lEJBNICA SLEDUET UTWER-
VDENIE B) TEOREMY. .

zADA^A 3. nAJDITE OB_EM TELA, POLU^ENNOGO PRI WRA]ENII WOKRUG OSI Ox
ARKI CIKLOIDY

x(t) = a(t− sin t), y(t) = b(1− cos t), t ∈ [0, 2π].

tEOREMA 4. pUSTX TELO ZAKL@^ENO MEVDU PLOSKOSTQMI x = a I x = b, A WSE
SE^ENIQ \TOGO TELA PLOSKOSTQMI, PERPENDIKULQRNYMI KOORDINATNOJ OSI Ox, IZ-
WESTNY, PRI^EM ZAWISIMOSTX S(x) PLO]ADI SE^ENIQ OT ABSCISSY x ∈ [a, b] QWLQETSQ
ZADANNOJ FUNKCIEJ, NEPRERYWNOJ NA OTREZKE [a, b]. tOGDA OB_EM \TOGO TELA RAWEN

V =

∫ b

a

S(x) dx.

bEZ DOK–WA.

10 kRIWYE W PROSTRANSTWE

CM. [i: §9.1–9.3], [z: GL. 6, §4].

10.1 wEKTORNYE FUNKCII SKALQRNOGO ARGUMENTA I IH PRE-
DELY

bUDEM OTOVDESTWLQTX KAVDU@ TO^KU M PROSTRANSTWA Rm S EE RADIUS-WEKTOROM−−→
OM . oTOBRAVENIE ~r : [a, b] → Rm OTREZKA [a, b] W m–MERNOE PROSTRANSTWO Rm

NAZYWA@T WEKTOR-FUNKCIEJ (ILI WEKTORNOJ FUNKCIEJ) SKALQRNOGO ARGUMENTA
t. eSLI

~r(t) =
(
x1(t), . . . , xm(t)

)
, t ∈ [a, b] , (1)

TO OTOBRAVENIE ~r OPREDELQETSQ DEJSTWITELXNYMI FUNKCIQMI x1(t), . . . , xm(t) OD-
NOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO t S OB]EJ OBLASTX@ OPREDELENIQ [a, b] ⊆ R, KO-
TORYE NAZYWA@TSQ KOORDINATNYMI FUNKCIQMI WEKTOR-FUNKCII ~r(t).

tO^KU M ∈ Rm (WEKTOR ~p =
−−→
OM) NAZYWA@T PREDELOM WEKTOR-FUNKCII ~r(t) PRI

t → t0, ESLI DLINA WEKTORA ~r(t)−~p STREMITSQ K NUL@ PRI t → t0, T.E. limt→t0 |~r(t)−
~p| = 0. oBOZNA^A@T lim

t→t0
~r(t) = ~p ILI ”~r(t) → ~p PRI t → t0”.

tEOREMA 1 (PREDEL WEKTOR-FUNKCII). wEKTOR-FUNKCIQ (1) IMEET SWOIM PRE-
DELOM PRI t → t0 WEKTOR ~p = (p1, . . . , pm) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

lim
t→t0

xi(t) = pi, i = 1, . . . ,m.

dOK–WO:
∣∣~r(t)− ~p

∣∣ =

√√√√ m∑
i=1

(
xi(t)− pi

)2 → 0 ⇔ xi(t) → pi i = 1, . . . ,m,
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TAK KAK IZ NERAWENSTWA TREUGOLXNIKA DLQ DLIN WEKTOROW SLEDUET, ^TO

∀j = 1, . . . ,m
∣∣xj(t)− pj

∣∣ 6
√√√√ m∑

i=1

(
xi(t)− pi

)2
6

m∑
i=1

∣∣xi(t)− pi

∣∣. .

wEKTOR-FUNKCI@ ~r : [a, b] → Rm NAZYWA@T NEPRERYWNOJ W TO^KE t0 ∈ [a, b],
ESLI lim

t→t0
~r(t) = ~r(t0).

10.2 kRIWAQ KAK GODOGRAF WEKTORNOJ FUNKCII

pUSTX ZADANA WEKTOR-FUNKCIQ ~r(t). pRI IZMENENII PARAMETRA t KONEC WEKTORA ~r(t)
OPISYWAET MNOVESTWO Γ W PROSTRANSTWE Rm, KOTOROE NAZYWA@T GODOGRAFOM WEK-
TOR-FUNKCII ~r(t) (RIS. 5). eSLI m = 3 ILI m = 2, A t — WREMQ, TO GOWORQT O
TRAEKTORII DWIVU]EJSQ TO^KI.

dLQ PROSTOTY MY RASSMATRIWAEM KRIWYE BEZ SAMOPERESE^ENIQ. kRIWOJ Γ W
Rm NAZYWA@T OBRAZ OTREZKA [a, b] ⊂ R PRI NEPRERYWNOM IN_EKTIWNOM EGO OTOBRA-
VENII W PROSTRANSTWO Rm. oDNU I TU VE KRIWU@ MOVNO PREDSTAWITX S POMO]X@
NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ RAZLI^NYMI SPOSOBAMI. wYBOR KAKOGO-LIBO KONKRET-
NOGO OTOBRAVENIQ OPREDELQET PARAMETRIZACI@ KRIWOJ. pARAMETRIZOWANNOJ
KRIWOJ NAZYWA@T NEPRERYWNOE IN_EKTIWNOE OTOBRAVENIE OTREZKA [a, b] W Rm. pRI
\TOM SOOTWETSTWU@]U@ WEKTORNU@ FUNKCI@ NAZYWA@T WEKTORNOJ FUNKCIEJ
PARAMETRIZOWANNOJ KRIWOJ, A EE ARGUMENT t — PARAMETROM PARAMETRIZO-
WANNOJ KRIWOJ.

rIS. 5

kAK IZWESTNO, L@BOJ OTREZOK PRQMOJ W Rm MOVNO PREDSTAWITX W WIDE OBRAZA
NEPRERYWNOGO IN_EKTIWNOGO OTOBRAVENIQ [a, b] −→ Rm. pO\TOMU OTREZOK ESTX
^ASTNYJ SLU^AJ KRIWOJ.

kONCEWYMI TO^KAMI KRIWOJ Γ S PARAMETRIZACIEJ ~r(t), t ∈ [a, b], NAZYWA@T
DWE TO^KI S RADIUS-WEKTORAMI ~r(a) I ~r(b) . kONCEWYE TO^KI KRIWOJ NE ZAWISQT OT
WYBORA EE PARAMETRIZACII.
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pARAMETRI^ESKIMI URAWNENIQMI PARAMETRIZOWANNOJ KRIWOJ S WEKTORNOJ
FUNKCIEJ (1) NAZYWA@T URAWNENIQ

xi = xi(t), i = 1, . . . ,m, t ∈ [a, b] ,

WEKTORNYM URAWNENIEM \TOJ KRIWOJ NAZYWA@T URAWNENIE ~r = ~r(t), t ∈ [a, b].

pRIMER 1. wINTOWAQ LINIQ (RIS. 6) ZADAETSQ PARAMETRI^ESKIMI URAWNENIQMI

rIS. 6
x = R cos t, y = R sin t, z = Ht, ILI WEKTORNYM URAWNENEM ~r = R cos t~i + R sin t~j +
Ht~k, t ∈ [a, b ].

kRIWAQ W R3 MOVET BYTX PREDSTAWLENA KAK LINIQ PERESE^ENIQ DWUH POWERHNO-
STEJ. tAKOE PREDSTAWLENIE SOOTWETSTWUET ZADANI@ KRIWOJ SISTEMOJ DWUH URAWNE-
NIJ

F1(x, y, z) = 0 , F2(x, y, z) = 0 . (2)

dLQ POLU^ENIQ PARAMETRIZACII TAKOJ KRIWOJ (WOZMOVNO TOLXKO ^ASTI KRIWOJ)
DOSTATO^NO WZQTX W KA^ESTWE PARAMETRA ODNU IZ KOORDINAT (NAPRIMER, x) I IZ
SISTEMY (2) WYRAZITX ^EREZ \TOT PARAMETR OSTALXNYE KOORDINATY (y I z).

kRIWAQ Γ NAZYWAETSQ PLOSKOJ, ESLI ONA LEVIT W NEKOTOROJ PLOSKOSTI PRO-
STRANSTWA Rm . wYBOR KOORDINAT NA Rm TAKIM OBRAZOM, ^TO x1, x2 QWLQ@TSQ KO-
ORDINATAMI NA DANNOJ PLOSKOSTI, A xi PRI i = 3, . . . ,m POSTOQNNY, A TAKVE WYBOR
PARAMETRIZACII KRIWOJ POZWOLQET ZADATX PLOSKU@ KRIWU@ URAWNENIQMI

x1 = x1(t), x2 = x2(t), xi = 0, i = 3, . . . ,m, t ∈ [a, b] . (3)

pO\TOMU L@BU@ PLOSKU@ KRIWU@ MOVNO PONIMATX KAK KRIWU@ W R2.

10.3 kASATELXNAQ K KRIWOJ I PROIZWODNAQ WEKTORNOJ FUNK-
CII

kASATELXNOJ K KRIWOJ Γ W EE TO^KE M0 NAZYWAETSQ PRQMAQ, QWLQ@]AQSQ PRE-
DELXNYM POLOVENIEM SEKU]EJ, PROHODQ]EJ ^EREZ M0 I ^EREZ OTLI^NU@ OT NEE
TO^KU M1 \TOJ KRIWOJ, PRI STREMLENII M1 K M0 (SM. RIS. 5).

eSLI SU]ESTWUET PREDEL

lim
∆t→0

~r(t0 + ∆t)− ~r(t0)

∆t
,
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TO EGO NAZYWA@T PROIZWODNOJ WEKTORNOJ FUNKCII ~r(t) W TO^KE t0 I OBOZNA^A@T
~r ′(t0).

tEOREMA 2. ~r ′(t0) =
(
x′1(t0), . . . , x

′
m(t0)

)
.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ I TEOREMY 1.

kRIWAQ Γ NAZYWAETSQ GLADKOJ , ESLI SU]ESTWUET TAKAQ EE PARAMETRIZACIQ (1),
^TO WEKTORNAQ FUNKCIQ ~r(t) IMEET NEPRERYWNYE PROIZWODNYE W KAVDOJ TO^KE OT-
REZKA [a, b] .

tO^KA M0 GLADKOJ KRIWOJ Γ NAZYWAETSQ REGULQRNOJ TO^KOJ KRIWOJ, ESLI
SU]ESTWUET TAKAQ PARAMETRIZACIQ ~r(t) KRIWOJ Γ, KOTORAQ IMEET NEPRERYWNU@ PRO-
IZWODNU@ I ~r′(t0) 6= 0, GDE ~r(t0) = M0.

tEOREMA 3 (DOSTATO^NOE USLOWIE SU]ESTWOWANIQ KASATELXNOJ). w REGU-
LQRNOJ TO^KE KRIWOJ KASATELXNAQ SU]ESTWUET. nENULEWAQ PROIZWODNAQ WEKTORNOJ
FUNKCII KAKOJ–LIBO PARAMETRIZACII KRIWOJ Γ ESTX NAPRAWLQ@]IJ WEKTOR KASA-
TELXNOJ K KRIWOJ Γ W SOOTWETSTWU@]EJ TO^KE.

dOK–WO. pUSTX ~r = ~r(t), t ∈ [a, b], — TAKOE WEKTORNOE URAWNENIE KRIWOJ,
^TO ~r ′(t0) 6= 0 (SM. RIS. 5). tOGDA ∆~r = ~r(t) − ~r(t0) — NAPRAWLQ@]IJ WEKTOR
SEKU]EJ, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KI S RADIUS-WEKTORAMI ~r(t0) I ~r(t). pRI t → t0

\TOT WEKTOR STREMITSQ K NUL@. wEKTOR
∆~r

∆t
=

~r(t)− ~r(t0)

t− t0
, ∆t = t− t0, TAKVE ESTX

NAPRAWLQ@]IJ WEKTOR DANNOJ SEKU]EJ, I PRI t → t0 ON STREMITSQ K ~r ′(t0) 6=
~0. a ZNA^IT, KASATELXNAQ K KRIWOJ Γ W TO^KE ~r(t0) SU]ESTWUET, I ~r ′(t0) — EE
NAPRAWLQ@]IJ WEKTOR.

pRIMER 2. tO^KA (0, 0) KRIWOJ y2 = x3 NE QWLQETSQ REGULQRNOJ: NEPRERYWNO–
DIFFERENCIRUEMAQ PARAMETRIZACIQ W EE OKRESTNOSTI WOZMOVNA TOLXKO W SLU^AE,
KOGDA ~r ′(t0) = ~0 PRI (0, 0) = ~r(t0). (zADA^A: DOKAVITE \TO.) oDNAKO KASATELXNAQ
K DANNOJ KRIWOJ W DANNOJ TO^KE SU]ESTWUET (y = 0). tAKIM OBRAZOM, DOSTATO^NOE
USLOWIE IZ TEOREMY 3 NE QWLQETSQ NEOBHODIMYM. .

gEOMETRI^ESKIJ SMYSL PROIZWODNOJ WEKTORNOJ FUNKCII: NENULEWAQ
PROIZWODNAQ WEKTORNOJ FUNKCII ESTX NAPRAWLQ@]IJ WEKTOR KASATELXNOJ K GODO-
GRAFU WEKTORNOJ FUNKCII W SOOTWETSTWU@]EJ TO^KE.

uRAWNENIE KASATELXNOJ PARAMETRIZOWANNOJ KRIWOJ (1) PRI m = 3 W REGU-
LQRNOJ TO^KE M0(p1, p2, p3) :

x1 − p1

x′1(t0)
=

x2 − p2

x′2(t0)
=

x3 − p3

x′3(t0)
,

GDE t0 - ZNA^ENIE PARAMETRA, SOOTWETSTWU@]EE TO^KE M0 : x1(t0) = p1, x2(t0) =
p2, x3(t0) = p3.

uRAWNENIE KASATELXNOJ PLOSKOJ PARAMETRIZOWANNOJ KRIWOJ (3) W REGULQR-
NOJ TO^KE M0(p1, p2) :

x1 − p1

x′1(t0)
=

x2 − p2

x′2(t0)
.

wYWOD \TIH URAWNENIJ OSNOWAN NA IZWESTNYH FAKTAH ANALITI^ESKOJ GEOMETRII.

zADA^A 1. nAJDITE KASATELXNU@ K WINTOWOJ LINII W TO^KE (0, R, Hπ/2).
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mEHANI^ESKIJ SMYSL PROIZWODNOJ WEKTORNOJ FUNKCII: W SLU^AE, KOGDA
m = 3 ILI m = 2, A t IMEET SMYSL WREMENI, ~r ′(t0) QWLQETSQ WEKTOROM MGNOWENNOJ
SKOROSTI DWIVENIQ TO^KI PO TRAEKTORII, SOWPADA@]EJ S KRIWOJ ~r(t).

tEOREMA 4 (PRAWILA DIFFERENCIROWANIQ WEKTORNYH FUNKCIJ). eSLI
SU]ESTWU@T PROIZWODNYE ~r1

′, ~r2
′ I f ′ WEKTORNYH FUNKCIJ ~r1(t), ~r2(t) I SKALQRNOJ

FUNKCII f(t), TO

1) (~r1 + ~r2)
′ = ~r1

′ + ~r2
′, 2) (f~r1)

′ = f ′~r1 + f~r1
′,

3)
(
~r(f(t))

)′
= f ′(t)~r ′(f(t)), 4) (~r1, ~r2)

′ = (~r1
′, ~r2) + (~r1, ~r2

′),
5) PRI m = 3 : (~r1 × ~r2)

′ = ~r1
′ × ~r2 + ~r1 × ~r2

′.

dOKAZATELXSTWO \TIH FORMUL SLEDUET IZ OPREDELENIJ I TEOREMY 2.

zADA^A 2. dOKAVITE FORMULU 4).

sLEDSTWIE. eSLI
∣∣~r(t)∣∣ = const, TO WEKTORY ~r ′(t) I ~r(t) ORTOGONALXNY.

dOK–WO. 0 = (|~r |2)′ = (~r, ~r)′ = (~r ′, ~r) + (~r, ~r ′) = 2(~r ′, ~r).

gEOMETRI^ESKIJ SMYSL SLEDSTWIQ: KASATELXNAQ K L@BOJ TO^KE KRIWOJ, LE-
VA]EJ NA SFERE, ORTOGONALXNA RADIUS-WEKTORU \TOJ TO^KI.

11 dLINA DUGI SPRQMLQEMOJ KRIWOJ

CM. [zik: §9.2], [z: GL. 6, §4], [as~: STR. 240], [r: STR. 154].

11.1 oPREDELENIE I FORMULA DLQ WY^ISLENIQ

eSLI M1 I M2 – TO^KI KRIWOJ γ, TO DUGOJ ˘M1M2 KRIWOJ γ NAZYWA@T KRIWU@,
SOSTOQ]U@ IZ TO^EK KRIWOJ γ , LEVA]IH MEVDU M1 I M2 . eSLI PARAMETRIZACIQ
KRIWOJ γ ZADANA WEKTORNOJ FUNKCIEJ ~r(t), t ∈ [a, b], I M1 = ~r(t1), M2 = ~r(t2),
t1 < t2, TO DUGA ˘M1M2 ZADAETSQ TOJ VE WEKTORNOJ FUNKCIEJ ~r(t), NO S OBLASTX@
OPREDELENIQ t ∈ [t1, t2].

lOMANOJ, WPISANNOJ W KRIWU@ γ, NAZYWA@T KRIWU@, SOSTOQ]U@ IZ OT-
REZKOW M0M1, M1M2, . . . ,Mn−1Mn , GDE M0 I Mn - KONCEWYE TO^KI KRIWOJ γ , A
M1, M2, . . . ,Mn−1 - POSLEDOWATELXNYE TO^KI, LEVA]IE NA KRIWOJ γ (RIS. 7).

rIS. 7

dLINOJ L(γ) KRIWOJ γ NAZYWAETSQ TO^NAQ WERHNQQ GRANX DLIN LOMANYH, WPI-
SANNYH W KRIWU@ γ. kRIWAQ NAZYWAETSQ SPRQMLQEMOJ, ESLI EE DLINA SU]ESTWUET
I KONE^NA.
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tEOREMA 1 (DOSTATO^NOE USLOWIE SPRQMLQEMOSTI KRIWOJ). gLADKAQ KRI-
WAQ SPRQMLQEMA. dLINA L(γ) GLADKOJ KRIWOJ γ S PARAMETRIZACIEJ
~r(t) =

(
x1(t), . . . , xm(t)

)
, t ∈ [a, b], a < b, WY^ISLQETSQ PO FORMULE

L(γ) =

b∫
a

∣∣~r ′(t)∣∣dt =

b∫
a

√√√√ m∑
i=1

(
x′i(t)

)2
dt.

dOKAVEM SNA^ALA OBOB]ENIE NA WEKTORNYJ SLU^AJ TEOREMY OB OCENKE MODULQ
INTEGRALA. pRI \TOM OPREDELENNYJ INTEGRAL OT WEKTORNOJ FUNKCII BUDEM PO-
NIMATX KAK WEKTOR, SOSTOQ]IJ IZ OPREDELENNYH INTEGRALOW OT EE KOORDINATNYH
FUNKCIJ.

lEMMA (OCENKA MODULQ INTEGRALA WEKTORNOJ FUNKCII). dLQ NEPRERYW-
NOJ NA OTREZKE [a, b], a < b, WEKTORNOJ FUNKCII ~r(t) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO∣∣∣∣∣∣

b∫
a

~r(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

∣∣~r(t)∣∣dt.

dOK–WO LEMMY. pUSTX x1(t), . . . , xm(t) — KOORDINATNYE FUNKCII WEKTOR-
FUNKCII ~r(t). pO USLOWI@ WEKTORNAQ FUNKCIQ ~r(t) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b],
A ZNA^IT, NEPRERYWNY FUNKCII x1(t), . . . , xm(t) I

∣∣~r(t)∣∣. pO\TOMU OPREDELENY I
KONE^NY WSE INTEGRALY LEMMY, A ZNA^IT, SOOTWETSTWU@]IE INTEGRALXNYE SUMMY
NE ZAWISQT OT WYBORA RAZBIENIJ, I DLQ DOKAZATELXSTWA NERAWENSTWA LEMMY MY MO-
VEM U^ITYWATX TOLXKO RAWNOMERNYE RAZBIENIQ OTREZKA. rAZDELIM OTREZOK [a, b]
NA n RAWNYH ^ASTEJ I POLOVIM tj = a + b−a

n
j, j = 0, 1, . . . , n. pREOBRAZUQ SUMMY I

ISPOLXZUQ NERAWENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO, POLU^AEM

m∑
i=1

(
n∑

j=1

xi(tj)

)2

=
m∑

i=1

(
n∑

j1=1

xi(tj1)

)(
n∑

j2=1

xi(tj2)

)
=

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

(
m∑

i=1

xi(tj1)xi(tj2)

)
6

6
n∑

j1=1

n∑
j2=1

√√√√ m∑
i=1

x2
i (tj1)

√√√√ m∑
i=1

x2
i (tj2) =

 n∑
j=1

√√√√ m∑
i=1

x2
i (tj)

2

.

tAKIM OBRAZOM, INTEGRALXNYE SUMMY DLQ FUNKCIJ x1(t), . . . , xm(t) I
∣∣~r(t)∣∣, SOOT-

WETSTWU@]IE RAZBIENI@ P = (t0, . . . , tn) S OTME^ENNYMI TO^KAMI ξ1 = t1, . . . , ξn =
tn OTREZKA [a, b], SWQZANY NERAWENSTWOM

m∑
i=1

σ(xi; P, ξ)2 =
m∑

i=1

(
n∑

j=1

xi(tj)
b− a

n

)2

6

 n∑
j=1

√√√√ m∑
i=1

x2
i (tj)

b− a

n

2

= σ(|~r|; P, ξ)2.

pEREHODQ W \TOM NERAWENSTWE K PREDELU λ → 0 (W DANNOM SLU^AE \TO OZNA^AET
n →∞), POLU^AEM UTWERVDENIE LEMMY. .
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dOK–WO TEOREMY 1. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE RAZBIENIE P = (t0, . . . , tn)
OTREZKA [a, b] I SOOTWETSTWU@]U@ LOMANU@ ~r(t0)~r(t1) . . . ~r(tn), WPISANNU@ W KRIWU@
γ. dLQ DLINY LP \TOJ LOMANNOJ, ISPOLXZUQ FORMULU nX@TONA — lEJBNICA, LEMMU
I ADDITIWNOSTX INTEGRALA, POLU^AEM

LP =
n∑

i=1

∣∣~r(ti)− ~r(ti−1)
∣∣ =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
ti∫

ti−1

~r ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑

i=1

ti∫
ti−1

|~r ′(t)|dt =

b∫
a

|~r ′(t)|dt

tAKIM OBRAZOM, DLINA L@BOJ LOMANNOJ, WPISANNOJ W KRIWU@ γ, OGRANI^ENA SWERHU
UKAZANNYM INTEGRALOM. pO TEOREME O TO^NYH GRANQH SU]ESTWUET I KONE^NA TO^NAQ
WERHNQQ GRANX DLIN TAKIH LOMANYH. a ZNA^IT, KRIWAQ γ SPRQMLQEMA, A EE DLINA
UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

L(γ) = sup
P

LP 6

b∫
a

|~r ′(t)|dt.

dLQ DOKAZATELXSTWA RAWENSTWA RASSMOTRIM PROIZWOLXNOE ε > 0. tAK KAK PRO-
IZWODNAQ WEKTORNOJ FUNKCII ~r(t) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b], TO NEPRERYWNY NA
\TOM OTREZKE PROIZWODNYE x′1(t), . . . , x

′
m(t) EE KOORDINATNYH FUNKCIJ. pO TEOREME

kANTORA \TI FUNKCII RAWNOMERNO NEPRERYWNY NA OTREZKE [a, b], A ZNA^IT, NAJDETSQ
TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO

∣∣~r ′(t) − ~r ′(s)
∣∣ 6 ∑m

j=1

∣∣x′j(t) − x′j(s)
∣∣ < ε, ESLI |t − s| < δ.

pUSTX PARAMETR RAZBIENIQ P MENX[E δ. eSLI ti−1 6 t 6 ti, TO |t− ti| < δ I PO\TOMU

|~r ′(t)| = |~r ′(ti) + ~r ′(t)− ~r ′(ti)| 6 |~r ′(ti)|+ |~r ′(t)− ~r ′(ti)| < |~r ′(ti)|+ ε.

iZ DOKAZANNOGO NERAWENSTWA I SWOJSTWA MONOTONNOSTI INTEGRALA POLU^AEM
ti∫

ti−1

∣∣~r ′(t)∣∣dt− ε∆ti 6

ti∫
ti−1

(
|~r ′(ti)|+ ε

)
dt− ε∆ti = |~r ′(ti)|∆ti.

iSPOLXZUQ SWOJSTWA INTEGRALA, NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA, LEMMU I DOKAZANNOE
RANEE NERAWENSTWO

∣∣~r ′(ti)− ~r ′(t)
∣∣ < ε, POLU^AEM

|~r ′(ti)|∆ti =

∣∣∣∣∣
ti∫

ti−1

~r ′(ti)dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ti∫

ti−1

~r ′(t)dt +

ti∫
ti−1

(
~r ′(ti)− ~r ′(t)

)
dt

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

ti∫
ti−1

~r ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
ti∫

ti−1

(
~r ′(ti)− ~r ′(t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣ ~r(t)

∣∣∣ti
ti−1

∣∣∣∣+
ti∫

ti−1

∣∣~r ′(ti)− ~r ′(t)
∣∣dt 6

∣∣~r(ti)− ~r(ti−1)
∣∣+ ε∆ti.

sUMMIRUQ DOKAZANNYE NERAWENSTWA PO i = 1, . . . , n, POLU^AEM
b∫

a

|~r ′(t)|dt =
n∑

i=1

ti∫
ti−1

∣∣~r ′(t)∣∣dt 6
n∑

i=1

∣∣~r(ti)− ~r(ti−1)
∣∣+ 2ε

n∑
i=1

∆ti 6 L(γ) + 2ε(b− a).

wWIDU PROIZWOLXNOSTI ε OTS@DA SLEDUET, ^TO
b∫

a

|~r ′(t)|dt 6 L(γ), I \TO ZAWER[AET
DOKAZATELXSTWO TEOREMY. .
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11.2 nATURALXNAQ PARAMETRIZACIQ

pARAMETRIZACI@ KRIWOJ γ NAZYWA@T NATURALXNOJ, ESLI W KA^ESTWE PARAMETRA
WZQTA DLINA DUGI KRIWOJ. t.E. PARAMETRIZACIQ OPREDELQETSQ TAKIM OTOBRAVENIEM
s 7−→ ~r(s) OTREZKA [0, b] W Rm, ^TO ~r(0) ESTX KONCEWAQ TO^KA KRIWOJ γ, A DLINA DUGI
MEVDU TO^KAMI ~r(0) I ~r(s) RAWNA s. nATURALXNYJ PARAMETR OBOZNA^A@T ^EREZ s.

sLEDSTWIE. 1. dLINA L@BOJ DUGI GLADKOJ KRIWOJ NE MENX[E DLINY OTREZKA,
SOEDINQ@]EGO EE KONCEWYE TO^KI.

2. w REGULQRNOJ TO^KE
∣∣∣∣d~rds

∣∣∣∣ = 1, GDE s — NATURALXNYJ PARAMETR KRIWOJ.

3. eSLI TO^KA M , DWIGAQSX PO GLADKOJ KRIWOJ γ, STREMITSQ K TO^KE M0 ∈ γ, TO

lim
M→M0

L( ˘M0M)

L(M0M)
= 1,

GDE L( ˘M0M) — DLINA DUGI ˘M0M , A L(M0M) — DLINA OTREZKA M0M .

dOK–WO. 1. oTREZOK M0M — ^ASTNYJ SLU^AJ LOMANNOJ, WPISANNOJ W KRIWU@
˘M0M , A PO OPREDELENI@ DLINA KRIWOJ NE MENX[E DLINY L@BOJ LOMANNOJ, WPISAN-

NOJ W NEE.
2. iZ TEOREMY 1 SLEDUET, ^TO

∣∣∣∣ds

dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d~rdt

∣∣∣∣. pO\TOMU ∣∣∣∣d~rds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d~rdt

∣∣∣∣/ ∣∣∣∣ds

dt

∣∣∣∣ = 1.

3. wYBEREM W KA^ESTWE PARAMETRA KRIWOJ ˘M0M NATURALXNYJ PARAMETR, PRI^EM
~r(s0) = M0, ~r(s) = M, ∆s = s− s0. tOGDA

lim
M→M0

L(M0M)

L( ˘M0M)
= lim

s→s0

√√√√ m∑
i=1

(
xi(s)− xi(s0)

)2
|s− s0|

= lim
∆s→0

√√√√ m∑
i=1

(
∆xi

∆s

)2

=

∣∣∣∣d~rds

∣∣∣∣ = 1. .

11.3 fORMULY DLQ DLINY DUGI PLOSKOJ KRIWOJ

pUSTX k — NATURALXNOE ^ISLO. fUNKCI@ f , OPREDELENNU@ NA MNOVESTWE A ⊆ R,
NAZYWA@T k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ NA MNOVESTWE A, ESLI W
KAVDOJ TO^KE x ∈ A SU]ESTWUET EE PROIZWODNAQ f (k)(x) PORQDKA k, KOTORAQ NEPRE-
RYWNA NA MNOVESTWE A. w SLU^AE k = 1 TAKU@ FUNKCI@ NAZYWA@T NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMOJ, W SLU^AE k = 2 — DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCI-
RUEMOJ. mNOVESTWO WSEH k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH NA MNOVESTWE A
FUNKCIJ OBOZNA^A@T CkA.

tEOREMA 2. A) eSLI FUNKCII x(t) I y(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY NA
OTREZKE [a, b], TO PLOSKAQ KRIWAQ, ZADANNAQ PARAMETRI^ESKI URAWNENIQMI x =
x(t), y = y(t), t ∈ [a, b], IMEET DLINU∫ b

a

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
dt.
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B) dLINA GRAFIKA NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ NA OTREZKE [a, b] FUNKCII f(x)
RAWNA ∫ b

a

√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx.

W) eSLI FUNKCIQ ρ(ϕ) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE [α, β], TO DLINA
KRIWOJ, ZADANNOJ W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT (ϕ, ρ) URAWNENIEM ρ = ρ(ϕ), RAWNA∫ β

α

√(
ρ(ϕ)

)2
+
(
ρ′(ϕ)

)2
dϕ.

dOK–WO. uTWERVDENIE A) SLEDUET IZ TEOREMY 1 W SLU^AE m = 2. pOLAGAQ x =
t, y = f(t) POLU^AEM OTS@DA B). w POLQRNYH KOORDINATAH, S^ITAQ ϕ PARAMETROM,
IMEEM PARAMETRIZACI@ x(ϕ) = ρ(ϕ) cos ϕ, y(ϕ) = ρ(ϕ) sin ϕ KRIWOJ. tAK KAK

x′(ϕ) = ρ′(ϕ) cos ϕ− ρ(ϕ) sin ϕ, y′(ϕ) = ρ′(ϕ) sin ϕ + ρ(ϕ) cos ϕ,

TO
(
x′(ϕ)

)2
+
(
y′(ϕ)

)2
=
(
ρ(ϕ)

)2
+
(
ρ′(ϕ)

)2
. a ZNA^IT, IZ A) POLU^AEM W). .

zADA^A. nAJDITE DLINU KARDIOIDY ρ(ϕ) = a(1 + cos ϕ).

12 kRIWIZNA KRIWOJ

CM. [i: §9.4, 9.5, DOPOLNENIE 9.1].

dLQ PROSTOTY RASSMOTRIM TOLXKO SLU^AI m = 3 I m = 2.

12.1 hARAKTERISTIKA ISKRIWLENNOSTI LINII

uGOL θ MEVDU KASATELXNYMI K KRIWOJ W TO^KAH M I N NAZYWAETSQ UGLOM SMEV-
NOSTI DUGI M̆N .

eSLI DWE DUGI M̆N I ˘M ′N ′ IME@T ODINAKOWU@ DLINU (L(M̆N) = L( ˘M ′N ′)) I
UGOL SMEVNOSTI PERWOJ DUGI BOLX[E UGLA SMEVNOSTI WTOROJ DUGI (θ > θ′), TO PER-
WAQ DUGA ISKRIWLENA SILXNEE WTOROJ DUGI (PRIWEDITE RISUNOK, ILL@STRIRU@]IJ
\TU SITUACI@). tAKIM OBRAZOM, UGOL SMEVNOSTI HARAKTERIZUET ISKRIWLENNOSTX
DUGI PRI USLOWII POSTOQNSTWA EE DLINY. pO\TOMU WWODQT PONQTIE SREDNEJ KRI-

WIZNY DUGI KAK OTNO[ENIE UGLA SMEVNOSTI DUGI K EE DLINE: kSR. =
θ

L(M̆N)
, A

KRIWIZNOJ KRIWOJ γ W TO^KE M0 NAZYWA@T NEOTRICATELXNOE ^ISLO k , RAWNOE

PREDELU SREDNEJ KRIWIZNY
θ

L( ˘M0M)
DUGI ˘M0M PRI STREMLENII TO^KI M K TO^KE

M0, PRI \TOM TO^KA M OSTAETSQ NA KRIWOJ γ.

pRIMER 1. kRIWIZNA OKRUVNOSTI RADIUSA r W L@BOJ TO^KE RAWNA k =
1

r
.

tEOREMA 1. kRIWIZNA KRIWOJ W R3, ZADANNOJ DWAVDY NEPRERYWNO DIFFEREN-
CIRUEMOJ WEKTORNOJ FUNKCIEJ ~r(t), W REGULQRNOJ TO^KE ~r(t0) (

∣∣~r ′(t0)∣∣ 6= 0) WY^I-
SLQETSQ PO FORMULE

k =

∣∣~r ′(t0)× ~r ′′(t0)
∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣3 .
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dOK–WO. pUSTX M0 = ~r(t0), M = ~r(t) — TO^KI KRIWOJ, M0 — REGULQRNAQ
TO^KA, θ — UGOL SMEVNOSTI DUGI ˘M0M , ∆t = t− t0. w WIDU NERAWENSTWA

∣∣~r ′(t0)∣∣ 6=
0 I NEPRERYWNOSTI ~r ′ PRI MALYH OTKLONENIQH ∆t IMEEM TAKVE

∣∣~r ′(t)∣∣ 6= 0. iZ
OPREDELENIQ θ, GEOMETRI^ESKOGO SMYSLA PROIZWODNOJ, FORMULY tEJLORA DLQ ~r ′(t)
I SWOJSTW WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ POLU^AEM

sin θ =

∣∣~r ′(t0)× ~r ′(t)
∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣∣∣~r ′(t)∣∣ =

∣∣∣~r ′(t0)× (~r ′(t0) + ∆t ~r ′′(t0) + o(∆t)
)∣∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣∣∣~r ′(t)∣∣ =

= |∆t|
∣∣~r ′(t0)× ~r ′′(t0)

∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣∣∣~r ′(t)∣∣ + o(∆t).

oTS@DA, IZ PERWOGO ZAME^ATELXNOGO PREDELA I NEPRERYWNOSTI ~r ′(t) SLEDUET

lim
∆t→0

θ

|∆t|
= lim

∆t→0

θ

sin θ
lim

∆t→0

sin θ

|∆t|
= lim

∆t→0

(∣∣~r ′(t0)× ~r ′′(t0)
∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣∣∣~r ′(t)∣∣ +

o(∆t)

|∆t|

)
=

∣∣~r ′(t0)× ~r ′′(t0)
∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣2 .

nAKONEC, IZ OPREDELENIQ KRIWIZNY I FORMULY DLQ DLINY KRIWOJ POLU^AEM

k = lim
M→M0

θ

L( ˘M0M)
= lim

∆t→0

θ

|∆t|
lim

∆t→0

|∆t|
L( ˘M0M)

=

∣∣~r ′(t0)× ~r ′′(t0)
∣∣∣∣~r ′(t0)∣∣2 1∣∣~r ′(t0)∣∣ . .

tEOREMA 2 (KRIWIZNA GRAFIKA FUNKCII). eSLI FUNKCIQ y = f(x) DWAVDY
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W TO^KE x, TO KRIWIZNA GRAFIKA \TOJ FUNKCII W
TO^KE

(
x, f(x)

)
RAWNA

k(x) =

∣∣f ′′(x)
∣∣(

1 +
(
f ′(x)

)2)3/2
.

dOK–WO. s^ITAQ x PARAMETROM, PREDSTAWIM KRIWU@ y = f(x) WEKTORNOJ FUNK-
CIEJ ~r(x) = x~i + f(x)~j. tOGDA ~r ′(x) =~i + f ′(x)~j, ~r ′′(x) = f ′′(x)~j,∣∣~r ′(x)× ~r ′′(x)

∣∣ =
∣∣f ′′(x) ~i×~j

∣∣ =
∣∣f ′′(x)

∣∣, ∣∣~r ′(x)
∣∣ =

√
1 +

(
f ′(x)

)2
,

I IZ TEOREMY 1 SLEDUET DANNAQ TEOREMA.

12.2 cENTR KRIWIZNY. |WOL@TA I \WOLXWENTA

pUSTX k — KRIWIZNA PLOSKOJ KRIWOJ γ W TO^KE M0 ∈ γ. wELI^INU R = 1/k,
OBRATNU@ KRIWIZNE, NAZYWA@T RADIUSOM KRIWIZNY KRIWOJ γ W TO^KEM0. eSLI
k = 0, TO RADIUS R KRIWIZNY KRIWOJ POLAGA@T RAWNYM +∞.

pUSTX PLOSKAQ KRIWAQ γ IMEET NENULEWU@ KRIWIZNU W TO^KE M0. wYBEREM NA
PLOSKOSTI TAKU@ SISTEMU KOORDINAT, W KOTOROJ γ ZADAETSQ URAWNENIEM y = f(x),
A x0 — ABCISSA TO^KI M0. tOGDA IZ TEOREMY 2 SLEDUET, ^TO f ′′(x0) 6= 0, T.E. TO^KA
M0 ESTX TO^KA WYPUKLOSTI (WOGNUTOSTI) KRIWOJ γ, A ZNA^IT, W OKRESTNOSTI M0

KRIWAQ LEVIT PO ODNU STORONU OT KASATELXNOJ. rASSMOTRIM NORMALX K KRIWOJ γ W
TO^KE M0. tO^KU s0 NORMALI, RASPOLOVENNOJ NA RASSTOQNII RADIUSA KRIWIZNY OT
TO^KI M0 W STORONU WOGNUTOSTI KRIWOJ NAZYWA@T CENTROM KRIWIZNY KRIWOJ
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W TO^KE M0, A KRUG (OKRUVNOSTX) S CENTROM W s0, RADIUS KOTOROGO RAWEN RADIUSU
KRIWIZNY, NAZYWA@T KRUGOM (OKRUVNOSTX@) KRIWIZNY KRIWOJ W TO^KE M0

(PRIWEDITE RISUNOK, ILL@STRIRU@]IJ \TI OPREDELENIQ).
zADA^A 1. nAJDITE RADIUS, KRUG I CENTR KRIWIZNY OKRUVNOSTI W PROIZWOLXNOJ

TO^KE.
~EREZ C2 OBOZNA^IM KLASS GLADKIH KRIWYH, ZADANNYH DWAVDY NEPRERYWNO DIF-

FERENCIRUEMYMI WEKTORNYMI FUNKCIQMI.
tEOREMA 3 (GEOMETRI^ESKIJ SMYSL OKRUVNOSTI KRIWIZNY). oKRUV-

NOSTX KRIWIZNY PLOSKOJ GLADKOJ KRIWOJ γ ∈ C2 W TO^KE M — \TO EDINSTWENNAQ
OKRUVNOSTX, KOTORAQ KASAETSQ KRIWOJ W TO^KE M S PORQDKOM 2, T.E.

lim
x→x0

∣∣f(x)− g(x)
∣∣

|x− x0|2
= 0,

GDE f(x) I g(x) — FUNKCII, GRAFIKI KOTORYH W OKRESTNOSTI TO^KI x0 SOWPADA@T
S KRIWOJ I OKRUVNOSTX@ SOOTWETSTWENNO, x0 — ABSCISSA TO^KI M .

dOK–WO SLEDUET IZ FORMULY tEJLORA DLQ FUNKCIJ f(x) I g(x) W TO^KE x0.
dEJSTWITELXNO, IZ OPREDELENIJ SLEDUET, ^TO KRIWAQ γ I EE OKRUVNOSTX KRIWIZNY
IME@T ODINAKOWYE KASATELXNYE, WYPUKLOSTX I KRIWIZNU. pO\TOMU f ′(x0) = g′(x0),
TAK KAK SOWPADA@T KASATELXNYE K GRAFIKAM \TIH FUNKCIJ. pROIZWODNYE f ′′(x0)
I g′′(x0) IME@T ODINAKOWYE ZNAKI, POSKOLXKU WYPUKLOSTX \TIH FUNKCIJ SOWPADA-
ET. nAKONEC, IZ FORMULY DLQ KRIWIZNY TEOREMY 2, RAWENSTWA KRIWIZN I PERWYH
PROIZWODNYH FUNKCIJ f I g W TO^KE x0 POLU^AEM RAWENSTWO

∣∣f ′′(x0)
∣∣ =

∣∣g′′(x0)
∣∣. tA-

KIM OBRAZOM, MNOGO^LENY tEJLORA PORQDKA 2 DLQ FUNKCIJ f(x) I g(x) W TO^KE x0

SOWPADA@T. iZ FORMULY tEJLORA S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME pEANO POLU^AEM
f(x)−g(x) = o

(
|x−x0|2

)
, A ZNA^IT, GRAFIKI FUNKCIJ f(x) I g(x) KASA@TSQ W TO^KE

M S PORQDKOM 2.
eDINSTWENNOSTX UKAZANNOJ OKRUVNOSTI SLEDUET IZ TOGO, ^TO L@BAQ OKRUVNOSTX

ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ KASATELXNOJ W ZADANNOJ TO^KE, NAPRAWLENIEM WYPUKLOSTI
I KRIWIZNOJ (RADIUSOM). .

tEOREMA 4 (KOORDINATY CENTRA KRIWIZNY). eSLI FUNKCIQ f(x) DWAVDY
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI TO^KI x0, I f ′′(x0) 6= 0, TO KOORDINA-
TY ξ, η CENTRA KRIWIZNY GRAFIKA \TOJ FUNKCII W TO^KE

(
x0, y0 = f(x0)

)
RAWNY

ξ = x0 − f ′(x0)
1 +

(
f ′(x0)

)2
f ′′(x0)

I η = y0 +
1 +

(
f ′(x0)

)2
f ′′(x0)

. (1)

dOK–WA. iZ TEOREMY 2 I NERAWENSTWA f ′′(x0) 6= 0 SLEDUET, ^TO k(x0) 6= 0, A
ZNA^IT, CENTR C0 KRIWIZNY KRIWOJ y = f(x) W TO^KE M0(x0, y0) OPREDELEN. pRI
f ′(x0) 6= 0 URAWNENIE NORMALI K \TOJ KRIWOJ W TO^KE M0 (SM. RIS. 8) IMEET WID

yN = y0 −
xN − x0

f ′(x0)
,

GDE xN I yN — KOORDINATY PROIZWOLXNOJ TO^KI NORMALI. pOSKOLXKU CENTR C0

KRIWIZNY LEVIT NA NORMALI, TO EGO KOORDINATY ξ I η TOVE DOLVNY UDOWLETWORQTX
\TOMU URAWNENI@, T.E.

η = y0 −
ξ − x0

f ′(x0)
. (2)
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rIS. 8

w SILU OPREDELENIQ CENTRA KRIWIZNY RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI M0(x0; y0) I

C0(ξ; η) RAWNO RADIUSU KRIWIZNY R(x0) =
1

k(x0)
. pO\TOMU

√
(ξ − x0)2 + (η − U0)2 =

1

k(x0)
. (3)

iZ (2) SLEDUET ξ−x0 = −(η− y0)f
′(x0). pODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE I FORMULU DLQ

k(x0) IZ TEOREMY 2 W (3), NAHODIM

√
(η − y0)2

(
f ′(x0)

)2
+ (η − y0)2 =

(
1 +

(
f ′(x0)

)2)3/2

|f ′′(x0)|
.

oTS@DA

|η − y0| =
1 +

(
f ′(x0)

)2∣∣f ′′(x0)
∣∣ . (4)

eSLI f ′′(x0) > 0, TO FUNKCIQ f(x) STROGO WYPUKLA WNIZ. w \TOM SLU^AE η > y0

(SM. RIS. 8) I POSKOLXKU |f ′′(x0)| = f ′′(x0), TO

η − y0 =
1 +

(
f ′(x0)

)2
f ′′(x0)

, ξ − x0 = −f ′(x0)
1 +

(
f ′(x0)

)2
f ′′(x0)

.

iTAK, PRI f ′′(x0) > 0 FORMULY DLQ KOORDINAT CENTRA KRIWIZNY IME@T WID (1).
eSLI f ′′(x0) < 0, TO FUNKCIQ f(x) STROGO WYPUKLA WWERH, I PO\TOMU η < y0.

t.E. I W \TOM SLU^AE MODULI W (4) MOVNO UBRATX, A ZNA^IT, POLU^ITX TU VE SAMU@
FORMULU (1).

eSLI f ′(x0) = 0, T.E. KASATELXNAQ K KRIWOJ GORIZONTALXNA, TO k(x0) = |f ′′(x0)|,
NORMALX WERTIKALXNA I (1) OSTAETSQ W SILE: ξ = x0 I η = f(x0) + 1/f ′′(x0). .

oTMETIM, ^TO SLU^AJ f ′′(x0) = 0 SOOTWETSTWUET TO^KE PEREGIBA, W KOTOROJ RA-
DIUS KRIWIZNY, A ZNA^IT, ξ I η BESKONE^NY.

mNOVESTWO CENTROW KRIWIZNY KRIWOJ NAZYWA@T EE \WOL@TOJ. pO OTNO[ENI@
K SWOEJ \WOL@TE KRIWU@ NAZYWA@T \WOLXWENTOJ (INOGDA INWOL@TOJ ILI RAZ-
WERTKOJ).
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tEOREMA 5 (SWOJSTWA \WOL@TY).
(1) nORMALX K KRIWOJ Γ QWLQETSQ KASATELXNOJ K EE \WOL@TE Ω W SOOTWETSTWU@-

]EM CENTRE KRIWIZNY (SM. RIS. 9).
(2) pRI STROGO MONOTONNOM IZMENENII RADIUSA R KRIWIZNY KRIWOJ Γ EGO PRIRA-

]ENIE ∆R PRI PEREME]ENII CENTRA KRIWIZNY DANNOJ KRIWOJ PO DUGE EE \WOL@TY
Ω RAWNO PO ABSOL@TNOMU ZNA^ENI@ DLINE \TOJ DUGI \WOL@TY.

bEZ DOK–WA.

rIS. 9
iZ TEOREMY 5 SLEDUET MEHANI^ESKIJ SPOSOB POSTROENIQ PO ZADANNOJ KRI-

WOJ ODNOJ IZ EE \WOLXWENT. a IMENNO, ESLI NERASTQVIMU@ NITX, NATQNUTU@ NA
VESTKIJ KONTUR, SOOTWETSTWU@]IJ ZADANNOJ KRIWOJ Ω S DUGOJ C1C2 (SM. RIS. 9),
SMATYWATX S \TOGO KONTURA, OSTAWLQQ EE NATQNUTOJ, TO KONEC NITI OPI[ET DUGU
M1M2 \WOLXWENTY Γ ZADANNOJ KRIWOJ.

zADA^A 2. pOKAVITE, ^TO \WOL@TA CIKLOIDY — CIKLOIDA, \WOL@TA \LLIPSA —
ASTROIDA. dLQ \TOGO ZADAJTE CIKLOIDU I \LLIPS PARAMETRI^ESKI I ISPOLXZUJTE
TEOREMU 4 I FORMULU DLQ PROIZWODNOJ PARAMETRI^ESKI ZADANNOJ FUNKCII.

13 nESOBSTWENNYE INTEGRALY

CM. [zik: §7.1, 7.2, 7.4, 7.5, 7.8], [z: GL. 6, §5].

nEOBHODIMYM USLOWIEM SU]ESTWOWANIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA QWLQETSQ OGRA-
NI^ENNOSTX PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII I KONE^NOSTX OTREZKA INTEGRIROWANIQ. oD-
NAKO PRI RASSMOTRENII TEORETI^ESKIH WOPROSOW I RE[ENII PRIKLADNYH ZADA^ NE-
REDKO POQWLQETSQ NEOBHODIMOSTX ISPOLXZOWATX PRI INTEGRIROWANII NEOGRANI^EN-
NYE FUNKCII I BESKONE^NYE PROMEVUTKI. wOZNIKA@]IE PRI \TOM INTEGRALY
PRINQTO NAZYWATX NESOBSTWENNYMI.

13.1 iNTEGRALY PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU

pRIMERY. rASSMOTRIM INTEGRALY

1)

∫ b

1

dx

x2
, 2)

∫ b

1

dx

x
, 3)

∫ b

0

cos x dx.
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bUDEM UWELI^IWATX OTREZOK INTEGRIROWANIQ. wY^ISLQQ \TI INTEGRALY I PEREHODQ
K PREDELU PRI b → +∞, POLU^AEM: 1) ^ISLO 1, 2) +∞, 3) PREDEL NE SU]ESTWUET.

pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA BESKONE^NOM POLUINTERWALE [a, +∞) I INTE-
GRIRUEMA NA L@BOM KONE^NOM OTREZKE [a, b] ⊂ [a, +∞). tOGDA DLQ L@BOGO ZNA^ENIQ
b ∈ [a, +∞) SU]ESTWUET FUNKCIQ

Φ(b) =

∫ b

a

f(x) dx (a 6 b < +∞).

pREDEL FUNKCII Φ(b) PRI b → +∞ NAZYWA@T NESOBSTWENNYM INTEGRALOM OT
FUNKCII f(x) PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU [a, +∞) (ILI NESOBSTWENNYM
INTEGRALOM PERWOGO RODA) I OBOZNA^A@T

∫ +∞
a

f(x) dx.
iZ RASSMOTRENNYH PRIMEROW SLEDUET, ^TO WOZMOVNY TRI WARIANTA: NESOBSTWEN-

NYJ INTEGRAL MOVET BYTX 1) ^ISLOM, 2) BESKONE^NOSTX@ I 3) NE SU]ESTWOWATX.
eSLI PREDEL SU]ESTWUET I KONE^EN, TO GOWORQT, ^TO NESOBSTWENNYJ INTEGRAL SHO-
DITSQ, A ESLI PREDEL BESKONE^EN ILI NE SU]ESTWUET, TO— NESOBSTWENNYJ INTEGRAL
RASHODITSQ.

w SLU^AE f(x) > 0 ∀x ∈ [a, +∞) ZNA^ENIE SHODQ]EGOSQ NESOBSTWENNOGO INTE-
GRALA GEOMETRI^ESKI SOOTWETSTWUET PLO]ADI BESKONE^NO DLINNOJ KRIWOLINEJNOJ
TRAPECII (RIS. 10), ZAKL@^ENNOJ MEVDU PRQMOJ x = a, OSX@ Ox I GRAFIKOM FUNK-
CII f(x).

rIS. 10

aNALOGI^NO OPREDELQETSQ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL∫ b

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x) dx.

nAKONEC, ESLI FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA WSEJ ^ISLOWOJ PRQMOJ R I INTEGRIRUEMA
NA L@BOM KONE^NOM OTREZKE [a, b], TO DLQ PROIZWOLXNOGO c ∈ R SOOTNO[ENIEM∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx +

∫ +∞

c

f(x) dx (1)

OPREDELQ@T NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OT FUNKCII f(x) PO BESKONE^NOMU PROMEVUT-
KU (−∞, +∞) I GOWORQT, ^TO TAKOJ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL SHODITSQ, ESLI NEZA-
WISIMO ODIN OT DRUGOGO SHODQTSQ OBA NESOBSTWENNYH INTEGRALA W PRAWOJ ^ASTI (1).

uTWERVDENIE 1. sHODIMOSTX I ZNA^ENIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA (1) NE
ZAWISQT OT POLOVENIQ TO^KI c ∈ R.

dOK–WO BUDET PRIWEDENO POZVE.

pRIMER 4. nESOBSTWENNYJ INTEGRAL
∫ +∞

a

dx

xs
(a > 0) SHODITSQ PRI s > 1 I

RASHODITSQ PRI s 6 1.
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13.2 iNTEGRALY OT NEOGRANI^ENNYH FUNKCIJ

pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA W POLUINTERWALE [a, b), NEOGRANI^ENA PRI x → b−
(\TO ZNA^IT, ^TO FUNKCIQ NE QWLQETSQ OGRANI^ENNOJ NI W KAKOJ OKRESTNOSTI TO^KI
b, GDE TO^KA b MOVET BYTX KAK KONE^NOJ, TAK I BESKONE^NOJ), NO INTEGRIRUEMA NA
L@BOM OTREZKE [a, η] ⊂ [a, b). tOGDA DLQ L@BOGO η ∈ [a, b) SU]ESTWUET FUNKCIQ

Φ(η) =

∫ η

a

f(x) dx (a 6 η < b),

KOTORAQ NEPRERYWNA NA [a, b) (SM. TEOREMU 1 IZ §8). pREDEL FUNKCII Φ(η) PRI
η → b− NAZYWA@T NESOBSTWENNYM INTEGRALOM OT NEOGRANI^ENNOJ FUNK-
CII f(x) PO PROMEVUTKU [a, b) (ILI NESOBSTWENNYM INTEGRALOM WTOROGO RO-
DA) I OBOZNA^A@T

∫ b

a
f(x) dx. eSLI PREDEL SU]ESTWUET I KONE^EN, TO GOWORQT, ^TO

NESOBSTWENNYJ INTEGRAL SHODITSQ, A ESLI VE \TOT PREDEL BESKONE^EN ILI NE SU-
]ESTWUET, TO — RASHODITSQ.

oTMETIM, ^TO OBOZNA^ENIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA OT NEOGRANI^ENNOJ FUNK-
CII f PO PROMEVUTKU [a, b) I OBOZNA^ENIE OPREDELENNOGO INTEGRALA OT INTEGRIRUE-
MOJ FUNKCII f NA OTREZKE [a, b] SOWPADA@T. oDNAKO PROTIWORE^IQ W OBOZNA^ENIQH
NE WOZNIKAET PO SLEDU@]EJ PRI^INE. eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE
[a, b], FUNKCIQ Φ(η) NEPRERYWNA NA \TOM OTREZKE (SM. TEOREMU 1 IZ §8). pO\TOMU EE
PREDEL PRI η → b− RAWEN Φ(b), A ZNA^IT, NA OTREZKE [a, b] NESOBSTWENNYJ INTEGRAL
OT f SOWPADAET S OPREDELENNYM INTEGRALOM OT f .

w SLU^AE f(x) > 0 ∀x ∈ [a, b) SHODQ]IJSQ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OT f(x) PO
[a, b) GEOMETRI^ESKI SOOTWETSTWUET PLO]ADI BESKONE^NO WYSOKOJ KRIWOLINEJNOJ
TRAPECII, OGRANI^ENNOJ OTREZKOM [a, b] OSI ABSCISS, PRQMYMI x = a, x = b I
GRAFIKOM FUNKCII f(x), PRI^EM PRQMAQ x = b QWLQETSQ WERTIKALXNOJ ASIMPTOTOJ
\TOGO GRAFIKA (RIS. 11).

rIS. 11

pRIMER 5. nESOBSTWENNYJ INTEGRAL
∫ b

a

dx

(x− a)s
SHODITSQ PRI s < 1 I RASHO-

DITSQ PRI s > 1.

aNALOGI^NO OPREDELQ@TSQ NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT FUNKCII f(x), NEOGRA-
NI^ENNOJ PRI x → a+ ILI PRI x → c ∈ (a, b):∫ b

a

f(x) dx = lim
ξ→a+

∫ b

ξ

f(x) dx,

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ b

c

f(x) dx.

w OB]EM SLU^AE, KOGDA TO^EK, W OKRESTNOSTI KOTORYH FUNKCIQ f(x) NE OGRANI^ENA,
NESKOLXKO I (ILI) PROMEVUTOK INTEGRIROWANIQ BESKONE^EN, OBLASTX INTEGRIROWA-
NIQ RAZBIWAETSQ NA TAKIE U^ASTKI, KOTORYE SODERVAT TOLXKO ODNU TAKU@ TO^KU

43



ILI +∞, ILI −∞. pRI \TOM PO OPREDELENI@ S^ITA@T, ^TO NESOBSTWENNYJ INTE-
GRAL PO WSEMU PROMEVUTKU SHODITSQ, ESLI NEZAWISIMO ODIN OT DRUGOGO SHODQTSQ
INTEGRALY PO KAVDOMU U^ASTKU. tO^KI OBLASTI INTEGRIROWANIQ, PRI STREMLE-
NII K KOTORYM PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NE OGRANI^ENA, ILI +∞, ILI −∞ BUDEM
NAZYWATX OSOBENNOSTQMI NESOBSTWENNOGO INTEGRALA.

nESOBSTWENNYJ INTEGRAL OT NEOGRANI^ENNOJ FUNKCII SLEDU@]IM OBRAZOM SWO-
DITSQ K NESOBSTWENNOMU INTEGRALU PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU:∫ b

a

f(x) dx = lim
η→b−

∫ η

a

f(x) dx =

∣∣∣∣ x = b− 1

z
, dx =

1

z2
dz, z =

1

b− x

∣∣∣∣ =

= lim
η→b−

∫ 1/(b−η)

1/(b−a)

f(b− 1/z) dz

z2
=

∣∣∣∣ g(z) =
f(b− 1/z)

z2
, c =

1

b− a

∣∣∣∣ =

∫ +∞

c

g(z) dz.

dAJTE GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ DANNYH PREOBRAZOWANIJ.
wYWOD: L@BOE UTWERVDENIE O NESOBSTWENNOM INTEGRALE 1 RODA IMEET ANALOG

DLQ NESOBSTWENNOGO INTEGRALA 2 RODA. dALEE BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO NESOB-
STWENNYE INTEGRALY 1 RODA.

13.3 sWOJSTWA NESOBSTWENNYH INTEGRALOW

sWOJSTWA NESOBSTWENNOGO INTEGRALA ANALOGI^NY SWOJSTWAM OPREDELENNOGO INTE-
GRALA. oDNAKO NE WSE SWOJSTWA OPREDELENNOGO INTEGRALA IME@T ANALOGI DLQ NE-
SOBSTWENNYH INTEGRALOW. nAPRIMER, PROIZWEDENIE DWUH FUNKCIJ, INTEGRIRUEMYH
NA NEKOTOROM OTREZKE, TAKVE INTEGRIRUEMO NA \TOM OTREZKE: f, g ∈ R[a, b] =⇒
fg ∈ R[a, b]. nO PO PROMEVUTKU (0, 1] NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OT PROIZWEDE-
NIQ FUNKCIJ f(x)g(x) = 1/x RASHODITSQ, TOGDA KAK OT KAVDOGO IZ SOMNOVITELEJ
f(x) = g(x) = 1/

√
x NESOBSTWENNYE INTEGRALY PO \TOMU PROMEVUTKU SHODQTSQ.

tEOREMA 1 (SWOJSTWA NESOBSTWENNYH INTEGRALOW). A) pUSTX SHODQTSQ NE-
SOBSTWENNYE INTEGRALY OT FUNKCIJ f I g PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU [a, +∞),
A λ, µ ∈ R. tOGDA NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OT FUNKCII λf + µg PO PROMEVUTKU
[a, +∞) TAKVE SHODITSQ I∫ +∞

a

(λf + µg)(x) dx = λ

∫ +∞

a

f(x) dx + µ

∫ +∞

a

g(x) dx (LINEJNOSTX).

B) pUSTX FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA L@BOM KONE^NOM OTREZKE [a, b] ⊂ [a, +∞),
A c > a. tOGDA NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT FUNKCII f PO PROMEVUTKAM [a, +∞) I
[c, +∞) LIBO OBA SHODQTSQ, LIBO OBA RASHODQTSQ. i W SLU^AE IH SHODIMOSTI WERNO
RAWENSTWO∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx +

∫ +∞

c

f(x) dx (ADDITIWNOSTX).

W) eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA BESKONE^NOM POLUINTERWALE [a, +∞), A FUNK-
CIQ ϕ(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA I STROGO MONOTONNA NA POLUINTERWALE
[α, β) (WOZMOVNO β = +∞), PRI^EM ϕ(α) = a, I ϕ(t) → +∞ PRI t → β−, TO
SPRAWEDLIWO RAWENSTWO∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt (ZAMENA PEREMENNOJ).
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G) eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA POLUINTERWALE [a, +∞), A F (x) — ODNA IZ EE
PERWOOBRAZNYH NA \TOM POLUINTERWALE, TO∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

F (b)−F (a) = F (x)
∣∣∣+∞
a

(FORMULA nX@TONA — lEJBNICA).

D) eSLI f, g ∈ C1[a, +∞) I SU]ESTWUET PREDEL lim
x→+∞

(fg)(x), TO NESOBSTWENNYE
INTEGRALY OT FUNKCIJ fg′ I f ′g PO PROMEVUTKU [a, +∞) LIBO OBA SHODQTSQ, LIBO
OBA RASHODQTSQ. w SLU^AE IH SHODIMOSTI WERNO RAWENSTWO∫ +∞

a

f(x)g′(x) dx = (fg)(x)
∣∣∣+∞
a
−
∫ +∞

a

f ′(x)g(x) dx (INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM).

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ I SOOTWETSTWU@]IH SWOJSTW OPREDELENNOGO IN-
TEGRALA (SM. [z: STR. 390]). dOKAVITE B). .

zADA^A 1. wYWEDITE SFORMULIROWANNOE WY[E UTWERVDENIE 1 IZ UTWERVDENIQ
B) \TOJ TEOREMY.

wY^ISLENIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA OSNOWANO NA EGO OPREDELENII I TEOREME 1.

14 pRIZNAKI SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRA-

LOW

CM. [zik: §7.3, 7.6, 7.8], [z: GL. 6, §5].

pERED INTEGRIROWANIEM FUNKCII PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU CELESOOBRAZNO
PREDWARITELXNO UBEDITXSQ, WO–PERWYH, W TOM, ^TO ONA INTEGRIRUEMA NA L@BOM
OTREZKE, WKL@^ENNOM W \TOT PROMEVUTOK, I, WO–WTORYH, ^TO SOOTWETSTWU@]IJ NE-
SOBSTWENNYJ INTEGRAL OT DANNOJ FUNKCII QWLQETSQ SHODQ]IMSQ. rASSMOTRIM NE-
KOTORYE PRIZNAKI, KOTORYE POZWOLQ@T USTANOWITX SHODIMOSTX ILI RASHODIMOSTX
NESOBSTWENNOGO INTEGRALA PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU.

14.1 pRIZNAKI SRAWNENIQ

tEOREMA 1 (PRIZNAK SRAWNENIQ 1).pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) INTEGRIRUEMY NA
L@BOM KONE^NOM OTREZKE [a, b] ⊂ [a, +∞), PRI^EM ∃c > a ∀x ∈ [S, +∞) 0 6 f(x) 6
g(x). tOGDA ESLI SHODITSQ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL

∫ +∞
a

g(x) dx, TO SHODITSQ I
INTEGRAL

∫ +∞
a

f(x) dx, A ESLI RASHODITSQ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL
∫ +∞

a
f(x) dx, TO

RASHODITSQ I
∫ +∞

a
g(x) dx.

dOK–WO. pUSTX SHODITSQ INTEGRAL
∫ +∞

a
g(x) dx, TOGDA IZ SWOJSTWA ADDITIW-

NOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW (SM. UTWERVDENIE B TEOREMY 1 IZ §13) SHODITSQ
INTEGRAL

∫ +∞
S

g(x) dx. w SILU OPREDELENIQ \TO OZNA^AET, ^TO SU]ESTWUET KONE^NYJ
PREDEL

lim
b→+∞

∫ b

c

g(x) dx = M.
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pOSKOLXKU PO USLOWI@ TEOREMY g(x) > 0 ∀x ∈ [c, +∞), TO

∀d ∈ [c, +∞)

∫ +∞

d

g(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

d

g(x) dx > 0

KAK PREDEL OT NEOTRICATELXNOJ FUNKCII. e]E RAZ ISPOLXZUQ SWOJSTWO ADDITIW-
NOSTI, POLU^AEM

∀d ∈ [c, +∞)

∫ d

c

g(x) dx =

∫ +∞

c

g(x) dx−
∫ +∞

d

g(x) dx 6M.

w SOOTWETSTWII S USLOWIEM TEOREMY I SWOJSTWOM MONOTONNOSTI OPREDELENNOGO IN-
TEGRALA

∀b ∈ [c, +∞) 0 6
∫ b

c

f(x) dx 6
∫ b

c

g(x) dx 6M.

tAK KAK f(x) > 0 ∀x ∈ [c, +∞), TO FUNKCIQ Φ(b) =
∫ b

c
f(x) dx MONOTONNO WOZ-

RASTAET I OGRANI^ENA SWERHU ZNA^ENIEM M . sLEDOWATELXNO, TAKAQ FUNKCIQ IMEET
PREDEL, PRI^EM

lim
b→+∞

Φ(b) = lim
b→+∞

∫ b

c

f(x) dx 6M,

^TO OZNA^AET SHODIMOSTX NESOBSTWENNOGO INTEGRALA
∫ +∞

c
f(x) dx, A ZNA^IT, I

∫ +∞
a

f(x) dx
(SM. OPQTX VE UTWERVDENIE B TEOREMY 1 IZ §13).

wTOROE UTWERVDENIE TEOREMY DOKAVEM OT PROTIWNOGO. pREDPOLOVIM, ^TO INTE-
GRAL OT FUNKCII g(x) SHODITSQ. nO TOGDA, KAK TOLXKO ^TO BYLO DOKAZANO, SHODITSQ
I INTEGRAL OT FUNKCII f(x), ^TO PROTIWORE^IT USLOWI@ TEOREMY. .

gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ: ESLI SHODITSQ INTEGRAL OT BOLX[EJ FUNK-
CII, TO SHODITSQ I INTEGRAL OT MENX[EJ FUNKCII; ESLI VE RASHODITSQ INTEGRAL
OT MENX[EJ FUNKCII, TO RASHODITSQ I INTEGRAL OT BOLX[EJ FUNKCII (RIS. 12).

rIS. 12

tEOREMA 2 (PREDELXNYJ PRIZNAK SRAWNENIQ). pUSTX f, g ∈ R[a, b] ∀b[a, +∞),
FUNKCIQ f(x) NEOTRICATELXNA, A g(x) POLOVITELXNA PRI x > c DLQ NEKOTOROGO
c > a. eSLI SU]ESTWUET KONE^NYJ NENULEWOJ PREDEL

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= λ 6= 0,

TO NESOBSTWENNYE INTEGRALY
∫ +∞

a
f(x) dx I

∫ +∞
a

g(x) dx LIBO OBA SHODQTSQ, LIBO
OBA RASHODQTSQ.
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dOK–WO. w SILU OPREDELENIQ PREDELA FUNKCII DLQ L@BOGO ε > 0 NAJDETSQ TAKOE
^ISLO d > c, ^TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

(λ− ε)g(x) < f(x) < (λ + ε)g(x) ∀x > d. (1)

wYBEREM ε TAK, ^TOBY BYLO WYPOLNENO USLOWIE λ− ε > 0. eSLI SHODITSQ INTEGRAL∫ +∞
a

g(x) dx, TO W SILU LINEJNOSTI (SM. TEOREMU 1 IZ §13 UTWERVDENIE a) SHODITSQ
I INTEGRAL

∫ +∞
a

(λ + ε)g(x) dx, A TOGDA, SOGLASNO (1) I TEOREME 1 BUDET SHODITXSQ
I INTEGRAL OT f(x).

eSLI VE SHODITSQ INTEGRAL OT f(x), TO W SILU (1) I TEOREMY 1 SHODITSQ I
INTEGRAL OT (λ− ε)g(x), A TOGDA, SOGLASNO LINEJNOSTI BUDET SHODITXSQ I INTEGRAL
OT g(x). .

zADA^A 1. iSPOLXZUQ PREDELXNYJ PRIZNAK SRAWNENIQ, ISSLEDUJTE NA SHODI-
MOSTX INTEGRAL ∫ +∞

2

(x + 1) dx
3
√

x7 − 3x− 2
.

14.2 aBSOL@TNAQ I USLOWNAQ SHODIMOSTX

pRIZNAKI SRAWNENIQ, RASSMOTRENNYE W PREDYDU]EM PUNKTE, PRIMENIMY TOLXKO K
NESOBSTWENNYM INTEGRALAM OT ZNAKOPOSTOQNNYH FUNKCIJ, T.E. OT FUNKCIJ, KOTO-
RYE NEOTRICATELXNY ILI NEPOLOVITELXNY W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI OSOBENNOSTI
INTEGRALA. wYQSNIM, KAK WEDUT SEBQ NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT FUNKCIJ, PRI-
NIMA@]IH W L@BOJ OKRESTNOSTI OSOBENNOSTI INTEGRALA ZNA^ENIQ RAZNYH ZNAKOW.

nAPOMNIM PREVDE WSEGO, ^TO PO TEOREME OB OCENKE MODULQ INTEGRALA, ESLI FUNK-
CIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b], TO EE MODULX |f(x)| ESTX TAKVE INTEGRIRU-
EMAQ FUNKCIQ NA OTREZKE [a, b]. pO\TOMU MOVNO RASSMATRIWATX DWA NESOBSTWENNYH
INTEGRALA PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU:∫ +∞

a

f(x) dx I
∫ +∞

a

|f(x)| dx.

wO WTOROM IZ \TIH INTEGRALOW PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NEOTRICATELXNA, I PO\TO-
MU K NEMU PRIMENIMY PRIZNAKI SRAWNENIQ. |TO POZWOLQET W NEKOTORYH SLU^AQH
DOKAZYWATX SHODIMOSTX I PERWOGO IZ UKAZANNYH NESOBSTWENNYH INTEGRALOW, TAK
KAK SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA 3. eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE [a, b] ⊂
[a, +∞) I NESOBSTWENNYJ INTEGRAL

∫ +∞
a

|f(x)| dx SHODITSQ, TO SHODITSQ I INTE-
GRAL

∫ +∞
a

f(x) dx.

dOK–WO. dLQ WSEH x ∈ [a, +∞) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

−|f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)|, AZNA^IT, 0 6 f(x) + |f(x)| 6 2|f(x)|.

tAK KAK PO USLOWI@ TEOREMY INTEGRAL OT FUNKCII |f(x)| PO BESKONE^NOMU PRO-
MEVUTKU [a, +∞) SHODITSQ, TO W SILU LINEJNOSTI SHODQ]EGOSQ NESOBSTWENNOGO IN-
TEGRALA (SM. TEOREMU 1 IZ §13 UTWERVDENIE a) SHODITSQ I INTEGRAL PO \TOMU VE
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PROMEVUTKU OT FUNKCII 2|f(x)|, A TOGDA, SOGLASNO TEOREME 1, SHODITSQ I INTEGRAL
OT FUNKCII f(x) + |f(x)|. nA OSNOWANII SWOJSTWA LINEJNOSTI ZAPI[EM∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ +∞

a

(
f(x) + |f(x)|

)
dx−

∫ +∞

a

|f(x)| dx.

pOSKOLXKU SHODQTSQ INTEGRALY W PRAWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA, TO SHODITSQ I
INTEGRAL W EGO LEWOJ ^ASTI. .

eSLI NESOBSTWENNYJ INTEGRAL
∫ +∞

a
|f(x)| dx, SHODITSQ, TO GOWORQT, ^TO INTE-

GRAL
∫ +∞

a
f(x) dx, SHODITSQ ABSOL@TNO. eSLI RASHODITSQ PERWYJ INTEGRAL I

SHODITSQ WTOROJ INTEGRAL, TO GOWORQT, ^TO ON SHODITSQ USLOWNO.

pRIMER 2 (USLOWNO SHODQ]IJSQ INTEGRAL). iNTEGRAL∫ +∞

1

sin x

x
dx = PO ^ASTQM = cos 1−

∫ +∞

1

cos x

x2
dx

SHODITSQ, T.K.
| cos x|

x2
6

1

x2
, PO PRIZNAKU SRAWNENIQ 1 I TEOREMY 3 SHODITSQ INTE-

GRAL, STOQ]IJ SPRAWA. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ SHODIMOSTX INTEGRALA
∫ +∞

1

cos 2x

2x
dx.

pO\TOMU INTEGRAL∫ +∞

1

sin2 x

x
dx =

∫ +∞

1

1− cos 2x

2x
dx =

∫ +∞

1

dx

2x
−
∫ +∞

1

cos 2x

2x
dx

RASHODITSQ, TAK KAK ON RAWEN RAZNOSTI RASHODQ]EGOSQ I SHODQ]EGOSQ INTEGRALOW.

a POSKOLXKU | sin x| > sin2 x, TO PO PRIZNAKU SRAWNENIQ 1 RASHODITSQ
∫ +∞

1

| sin x|
x

dx.
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