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mNOGIE WELI^INY, WSTRE^A@]IESQ W PRIRODE, ZAWISQT NE OT ODNOGO, A OT NE-
SKOLXKIH FAKTOROW, I ESLI SAMA WELI^INA I KAVDYJ IZ OPREDELQ@]IH EE FAKTOROW
MOGUT BYTX OHARAKTERIZOWANY NEKOTORYM ^ISLOM, TO UKAZANNAQ ZAWISIMOSTX SWO-
DITSQ K TOMU, ^TO UPORQDO^ENNOMU NABORU (x1, . . . , xn) ^ISEL, KAVDYJ IZ KOTORYH
OPISYWAET SOSTOQNIE SOOTWETSTWU@]EGO FAKTORA, STAWITSQ W SOOTWETSTWIE ZNA^E-
NIE y = f(x1, . . . , xn) ISSLEDUEMOJ WELI^INY, KOTOROE ONA PRIOBRETAET PRI \TOM
SOSTOQNII FAKTOROW. tAKAQ ZAWISIMOSTX NAZYWAETSQ FUNKCIEJ MNOGIH PEREMEN-
NYH.

tEORI@ FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH MY BUDEM STROITX, OBOB]AQ SOOTWETSTWU-
@]IE PONQTIQ TEORII FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO. pERWYM I OSNOWNYM SREDI NIH
QWLQETSQ PONQTIE OTKRYTOGO MNOVESTWA. sEMEJSTWO WSEH RASSMATRIWAEMYH OTKRY-
TYH MNOVESTW NAZYWA@T TOPOLOGIEJ. oTMETIM, ^TO TOPOLOGIEJ TAKVE NAZYWA@T
RAZDEL MATEMATIKI, IZU^A@]IJ W SAMOM OB]EM WIDE QWLENIE NEPRERYWNOSTI. mY
ISPOLXZUEM DALEE TOLXKO PERWOE UPOMQNUTOE ZDESX ZNA^ENII \TOGO TERMINA.

1 tOPOLOGIQ W Rn

sM. [kk~, §1.1, STR. 20–30], [as~, STR. 297, 303–305, 309–310], [z, GL.7, §1, STR.
403–408].

1.1 oTKRYTYE MNOVESTWA W Rn

mNOVESTWO UPORQDO^ENNYH NABOROW (x1, . . . , xn) IZ n DEJSTWITELXNYH ^ISEL x1, . . . ,
xn ESTX n–Q DEKARTOWA STEPENX Rn MNOVESTWA R DEJSTWITELXNYH ^ISEL. |LEMENTY
Rn BUDEM NAZYWATX NE WEKTORAMI, A TO^KAMI. dLQ \LEMENTA x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

^ISLA x1, . . . , xn BUDEM NAZYWATX KOORDINATAMI TO^KI x W Rn.
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rASSTOQNIEM ρ(x, y) MEVDU TO^KAMI x = (x1, . . . , xn) I y = (y1, . . . , yn) NAZOWEM
^ISLO

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2. (1)

wSPOMNIM, ^TO Rn — \TO EWKLIDOWO PROSTRANSTWO SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM
(x, y) = x1y1 + · · · + xnyn. w EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE MOVNO WWESTI EWKLIDOWU
NORMU |x| =

√
(x, x) I W SOOTWETSTWII S \TOJ NORMOJ RASSTOQNIE ρ(x, y) = |x − y|,

KOTOROE SOWPADAET S RASSTOQNIEM, WWEDENNYM SOGLASNO FORMULE (1).
pUSTX a — PROIZWOLXNAQ TO^KA IZ Rn, ε — POLOVITELXNOE ^ISLO. mNOVESTWO

Uε(a) = {x ∈ Rn : |x− a| < ε},

NAZYWA@T ε–OKRESTNOSTX@ TO^KI a, A MNOVESTWO

U̇ε(a) = Uε(a) \ {a} = {x ∈ Rn : 0 < |x− a| < ε} —

WYKOLOTOJ ε–OKRESTNOSTX@ TO^KI a.
tO^KU a MNOVESTWA E ⊆ Rn NAZYWA@T WNUTRENNEJ TO^KOJ \TOGO MNOVESTWA,

ESLI SU]ESTWUET ε-OKRESTNOSTX Uε(a) TO^KI a, CELIKOM SODERVA]AQSQ W E: Uε(a) ⊆
E. mNOVESTWO WSEH WNUTRENNIH TO^EK E NAZYWA@T WNUTRENNOSTX@ MNOVESTWA
E I OBOZNA^A@T IntE. eSLI KAVDAQ TO^KA MNOVESTWA E QWLQETSQ EGO WNUTRENNEJ
TO^KOJ: E ⊆ IntE, TO SAMO MNOVESTWO E NAZYWA@T OTKRYTYM MNOVESTWOM.
pUSTOE MNOVESTWO PO OPREDELENI@ S^ITA@T OTKRYTYM.

w PRO[LOM SEMESTRE OTKRYTYMI MNOVESTWAMI W R MY NAZWALI L@BOE OB_EDI-
NENIE INTERWALOW, NO POTOM DOKAZALI, ^TO U OTKRYTYH MNOVESTW I TOLXKO U NIH
L@BAQ TO^KA QWLQETSQ WNUTRENNEJ. tAKIM OBRAZOM, W SLU^AE n = 1 OPREDELENIQ
OTKRYTOGO MNOVESTWA, WWEDENOE ZDESX I W PRO[LOM SEMESTRE, \KWIWALENTNY.

pRIMER 1. oTKRYTYMI MNOVESTWAMI W Rn QWLQ@TSQ ε-OKRESTNOSTI TO^EK.
dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ TO^KU a ∈ Rn I EE ε-OKRESTNOSTX Uε(a)
(DLQ n = 2 SM. RIS. 1). eSLI x ∈ Uε(a), TO PO OPREDELENI@ IMEEM ρ(x, a) < ε. wY-
BEREM POLOVITELXNOE ^ISLO ε1 = ε−ρ(x, a). eSLI TO^KA y PRINADLEVIT ε1-OKREST-
NOSTI Uε1(x) TO^KI x, TO ρ(y, x) < ε1. sOGLASNO NERAWENSTWU TREUGOLXNIKA,

ρ(y, a) 6 ρ(y, x) + ρ(x, a) < ε1 + ρ(x, a) = ε.

zNA^IT, TO^KA y PRINADLEVIT ε-OKRESTNOSTI Uε(a) TO^KI a. pOSKOLXKU TO^KA y ∈
∈ Uε1(x) MOVET BYTX WYBRANA PROIZWOLXNO, ZAKL@^AEM, ^TO Uε1(x) ⊆ Uε(a). iTAK,
L@BAQ TO^KA x ∈ Uε(a) IMEET ε1-OKRESTNOSTX Uε1(x), CELIKOM POPADA@]U@ W Uε(a).
|TO OZNA^AET, ^TO TO^KA x WNUTRENNQQ DLQ MNOVESTWA Uε(a), KOTOROE, SLEDOWATELX-
NO, QWLQETSQ OTKRYTYM.

rIS. 1
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pO\TOMU ε-OKRESTNOSTI TO^EK W Rn NAZYWA@T TAKVE OTKRYTYMI n-MERNYMI
[ARAMI. mNOVESTWO TO^EK x ∈ Rn, DLQ KOTORYH ρ(x, a) = ε, NAZYWA@T (n − 1)–
MERNOJ SFEROJ RADIUSA ε S CENTROM W TO^KE a I OBOZNA^A@T Sn−1

ε (a). sFERA NE
QLQETSQ OTKRYTYM MNOVESTWOM.

1.2 pONQTIE TOPOLOGI^ESKOGO PROSTRANSTWA

dLQ POSTROENIQ TEORII PREDELOW OTKRYTYE MNOVESTWA DOLVNY OBLADATX RQDOM
SWOJSTW. sFORMULIRUEM BAZOWYE IZ NIH, T.E. TE, IZ KOTORYH SLEDU@T OSTALXNYE, I
POKAVEM, ^TO \TIMI SWOJSTWAMI OBLADA@T WWEDENNYE WY[E OTKRYTYE MNOVESTWA.

pUSTX DANO MNOVESTWO X. sISTEMA τ EGO PODMNOVESTW NAZYWAETSQ TOPOLO-
GIEJ NA X, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ (AKSIOMY TOPOLOGI^ESKOGO
PROSTRANSTWA):

1. oB_EDINENIE PROIZWOLXNOGO SEMEJSTWA MNOVESTW, PRINADLEVA]IH τ , PRI-
NADLEVIT τ , TO ESTX ESLI Uα ∈ τ PRI α ∈ I, TO

⋃
α∈I

Uα ∈ τ .

2. pERESE^ENIE KONE^NOGO SEMEJSTWA MNOVESTW, PRINADLEVA]IH τ , PRINADLE-

VIT τ , TO ESTX ESLI Ui ∈ τ PRI i = 1, . . . , n, TO
n⋂

i=1

Ui ∈ τ .

3. X,∅ ∈ τ .
pARA (X, τ) NAZYWAETSQ TOPOLOGI^ESKIM PROSTRANSTWOM. mNOVESTWA, PRI-

NADLEVA]IE τ , NAZYWA@TSQ OTKRYTYMI MNOVESTWAMI W X.

oTMETIM, ^TO NA ODNOM MNOVESTWE X SU]ESTWUET MNOGO TOPOLOGIJ. nAPRIMER,
MY MOVEM RASSMOTRETX WSE PODMNOVESTWA X I POLU^ITX SAMU@ BOLX[U@ TOPOLO-
GI@, ILI POLOVITX τ = {X,∅} I POLU^ITX SAMU@ MALENXKU@ TOPOLOGI@ NA X.
tOPOLOGI^ESKIM PROSTRANSTWOM PO\TOMU NAZYWA@T PARU — MNOVESTWO X WMESTE
S TOPOLOGIEJ τ .

oKRESTNOSTX@ TO^KI a ∈ X NAZYWA@T L@BOE OTKRYTOE MNOVESTWO U W X,
WKL@^A@]EE W SEBQ \TU TO^KU. |TO FAKTI^ESKI OZNA^AET, ^TO OTKRYTOE MNOVESTWO
QWLQETSQ OKRESTNOSTX@ KAVDOJ SWOEJ TO^KI. pRI \TOM MNOVESTWO U̇ = U \ {a} NA-
ZYWA@T WYKOLOTOJ OKRESTNOSTX@ TO^KI a. kAK SLEDUET IZ PRIMERA 1, ε-OKREST-
NOSTX TO^KI a ∈ Rn QWLQETSQ EE OKRESTNOSTX@. bUDEM OBOZNA^ATX OKRESTNOSTI
TO^KI a ^EREZ U(a), V (a) I T.P., WYKOLOTYE OKRESTNOSTI TO^KI a — ^EREZ U̇(a),
V̇ (a) I T.P.

tOPOLOGI^ESKOE PROSTRANSTWO X NAZYWAETSQ HAUSDORFOWYM, ESLI L@BYE DWE
RAZLI^NYH TO^KI x, y IZX OBLADA@T NEPERESEKA@]IMISQ OKRESTNOSTQMI U(x), V (y):
U(x) ∩ V (y) = ∅ (USLOWIE hAUSDORFA).

tEOREMA 1. Rn — HAUSDORFOWO TOPOLOGI^ESKOE PROSTRANSTWO.
dOK–WO. nEOBHODIMO DOKAZATX AKSIOMY 1–3 TOPOLOGI^ESKOGO PROSTRANSTWA I

USLOWIE hAUSDORFA.
aKSIOMA 3 SLEDUET IZ OPREDELENIJ.
dLQ DOKAZATELXSTWA AKSIOMY 1 RASSMOTRIM MNOVESTWO

V =
⋃
α∈I

Vα,
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GDE MNOVESTWA Vα ⊆ Rn, α ∈ I, OTKRYTYE, A I — NEKOTOROE MNOVESTWO INDEKSOW. w
SLU^AE PUSTOGO MNOVESTWA V UTWERVDENIE O^EWIDNO, I MY BUDEM S^ITATX, ^TO V
NE PUSTO. eSLI TO^KA a PRINADLEVIT MNOVESTWU V , TO PO OPREDELENI@ OPERACII
OB_EDINENIQ MNOVESTW TO^KA a PRINADLEVIT MNOVESTWU Vα HOTQ BY DLQ ODNOGO
ZNA^ENIQ INDEKSA α = k. tAK KAK Vk — OTKRYTOE MNOVESTWO, TO SU]ESTWUET
ε-OKRESTNOSTX Uε(a) TO^KI a, SODERVA]AQSQ W Vk. sLEDOWATELXNO, \TA OKRESTNOSTX
SODERVITSQ I W V . nO \TO ZNA^IT, ^TO a — WNUTRENNQQ TO^KA V , A TAK KAK ONA
MOVET BYTX WYBRANA W V PROIZWOLXNO, MNOVESTWO V OTKRYTOE.

dOKAVEM AKSIOMU 2. pUSTX MNOVESTWA Ui, i = 1, . . . , n, OTKRYTY I

U =
n⋂

i=1

Ui.

eSLI MNOVESTWO U PUSTOE, TO ONO OTKRYTO PO OPREDELENI@. dLQ NEPUSTOGO MNO-
VESTWA U RASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ TO^KU a ∈ U . sOGLASNO OPREDELENI@ PERE-
SE^ENIQ MNOVESTW, ONA PRINADLEVIT KAVDOMU IZ MNOVESTW Ui, i = 1, . . . , n. tAK
KAK \TI MNOVESTWA OTKRYTY, TO PO OPREDELENI@ DLQ KAVDOGO MNOVESTWA Ui SU]E-
STWUET TAKOE ^ISLO εi > 0, ^TO εi-OKRESTNOSTX TO^KI a SODERVITSQ W Ui. pOLOVIM
ε = min{ε1, . . . , εn}. tOGDA PRI WSEH i = 1, . . . , n WYPOLNENY NERAWENSTWA ε 6 εi.
iMEEM Uε(a) ⊆ Uεi

(a) ⊆ Ui, i = 1, . . . , n. pO\TOMU ε-OKRESTNOSTX Uε(a) SODERVITSQ
I W PERESE^ENII WSEH MNOVESTW Ui, T.E. W MNOVESTWE U , A \TO PO OPREDELENI@ OZNA-
^AET, ^TO a — WNUTRENNQQ TO^KA DLQ MNOVESTWA U . pOSKOLXKU W KA^ESTWE TO^KI a
MOVET BYTX WYBRANA L@BAQ TO^KA MNOVESTWA U , \TO MNOVESTWO OTKRYTOE.

dLQ DOKAZATELXSTWA USLOWIQ hAUSDORFA RASSMOTRIM DWE PROIZWOLXNYE TO^KI a
I b IZ Rn I IH OKRESTNOSTI Uε(a) I Uε(b), GDE ε = ρ(a, b)/2. tOGDA Uε(a)∩Uε(b) = ∅. .

1.3 dRUGIE KLASSY MNOVESTW W Rn

kAK I DLQ PROSTRANSTWA R, DLQ Rn WWODQT SLEDU@]IE PONQTIQ. dOPOLNENIE OTKRY-
TOGO MNOVESTWA NAZYWA@T ZAMKNUTYM MNOVESTWOM. tO^KU x ∈ Rn NAZYWA@T
PREDELXNOJ TO^KOJ MNOVESTWA E ⊆ Rn, ESLI L@BAQ OKRESTNOSTX TO^KI x SODER-
VIT HOTQ BY ODNU TO^KU MNOVESTWA E, OTLI^NU@ OT x. zAMYKANIEM MNOVESTWA
E NAZYWA@T OB_EDINENIE E S MNOVESTWOM PREDELXNYH TO^EK E. oBOZNA^ENIE: [E].
oTKRYTYM POKRYTIEM MNOVESTWA E ⊆ Rn NAZYWA@T SEMEJSTWO {Gα} OT-
KRYTYH PODMNOVESTW Rn, TAKOE, ^TO E ⊆ ∪αGα. mNOVESTWO E ⊆ Rn NAZYWA@T
KOMPAKTOM, ESLI IZ L@BOGO EGO OTKRYTOGO POKRYTIQ MOVNO WYDELITX KONE^NOE
PODPOKRYTIE. tO^KU a ∈ Rn NAZYWA@T GRANI^NOJ TO^KOJ MNOVESTWA E ⊂ Rn,
ESLI L@BAQ ε-OKRESTNOSTX TO^KI a SODERVIT KAK TO^KI, PRINADLEVA]IE MNOVESTWU
E, TAK I TO^KI, NE PRINADLEVA]IE \TOMU MNOVESTWU. mNOVESTWO WSEH GRANI^NYH
TO^EK MNOVESTWA E NAZYWA@T EGO GRANICEJ I OBOZNA^A@T ∂E.

pRIMER 2. nA PLOSKOSTI GRANICEJ ZAMKNUTOGO KRUGA

{(x1, x2) : (x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 6 ε2}

RADIUSA ε S CENTROM W TO^KE a = (a1, a2) QWLQETSQ OKRUVNOSTX. dLQ OTKRYTOGO
KRUGA ANALOGI^NO.

zADA^A 1. dOKAVITE:
MNOVESTWO ZAMKNUTO ⇔ ONO SODERVIT WSE SWOI GRANI^NYE TO^KI.

4



tO^KU b ∈ Rn NAZYWA@T WNE[NEJ TO^KOJ MNOVESTWA E ⊂ Rn, ESLI SU]E-
STWUET TAKAQ ε-OKRESTNOSTX \TOJ TO^KI, KOTORAQ NE PERESEKAETSQ S MNOVESTWOM E.
mNOVESTWO WSEH WNE[NIH TO^EK MNOVESTWA E NAZYWA@T WNE[NOSTX@ MNOVE-
STWA E.

eSLI TO^KA b ∈ Rn NE PRINADLEVIT MNOVESTWU E ⊂ Rn, TO SU]ESTWU@T DWE
WOZMOVNOSTI: A) L@BAQ ε-OKRESTNOSTX TO^KI b SODERVIT TO^KI MNOVESTWA E I,
SLEDOWATELXNO, TO^KA b QWLQETSQ GRANI^NOJ TO^KOJ MNOVESTWA E; B) NEKOTORAQ
ε-OKRESTNOSTX TO^KI b NE PERESEKAETSQ S E I, SLEDOWATELXNO, TO^KA b QWLQETSQ
WNE[NEJ TO^KOJ MNOVESTWA E.

tO^KU a ∈ E ⊂ Rn NAZYWA@T IZOLIROWANNOJ TO^KOJ MNOVESTWA E, ESLI W
NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI NET DRUGIH TO^EK MNOVESTWA E, KROME a.

zADA^A 2. mOGUT LI IZOLIROWANNYE ILI PREDELXNYE TO^KI MNOVESTWA BYTX
EGO WNUTRENNIMI, GRANI^NYMI ILI WNE[NIMI TO^KAMI? eSLI MOGUT, PRIWEDITE
PRIMER MNOVESTWA S TAKIMI TO^KAMI. eSLI NET, DOKAVITE, ^TO NE MOGUT.

mNOVESTWO E ⊆ Rn, L@BYE DWE TO^KI KOTOROGO MOVNO SOEDINITX KRIWOJ, CELI-
KOM LEVA]EJ W \TOM MNOVESTWE, NAZYWA@T LINEJNO SWQZNYM. oTKRYTOE LINEJNO
SWQZNOE MNOVESTWO NAZYWA@T OBLASTX@.

pRIMER 3. sLEDU@]IE MNOVESTWA QWLQ@TSQ OBLASTQMI:
– L@BAQ ε-OKRESTNOSTX Uε(a) TO^KI a ∈ Rn;
– WYKOLOTAQ ε-OKRESTNOSTX U̇ε(a) TO^KI a ∈ Rn;
– OTKRYTOE KOLXCO W R2 S CENTROM W TO^KE (a1, a2) I RADIUSAMI r I R:

r2 < (x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 < R2, (x1, x2) ∈ R2.

pRIMER 4. Rn\Sn−1
r (a) — NE LINEJNO SWQZNOE MNOVESTWO (DOKAVEM \TO POZVE).

w ZAKL@^ENIIE OTMETIM, ^TO WSE PONQTIQ \TOGO PUNKTA I MNOGIE PONQTIQ TE-
ORII PREDELOW I NEPRERYWNOSTI, WWODIMYE DALEE, OBOB]A@TSQ NA SLU^AJ PROIZ-
WOLXNOGO HAUSDORFOWA PROSTRANSTWA. |TA OSOBENNOSTX DANNOJ TEORII BUDET IS-
POLXZOWATXSQ W SLEDU@]IH MATEMATI^ESKIH KURSAH.

2 kOMPAKTY W Rn

sM. [z, GL.7, §1, STR. 408–409].

mNOVESTWO
In = {x ∈ Rn : ai 6 xi 6 bi, i = 1, . . . , n}

NAZYWA@T n–MERNYM BRUSOM.

tEOREMA 1. n–mERNYJ BRUS ESTX KOMPAKT.

dOK–WO. pREDPOLOVIM, ^TO IZ NEKOTOROGO OTKRYTOGO POKRYTIQ n–MERNOGO
BRUSA I = In NELXZQ WYDELITX KONE^NOE PODPOKRYTIE. rAZDELIW KAVDYJ IZ KOOR-
DINATNYH OTREZKOW [ai, bi], i = 1, . . . , n, POPOLAM, MY RAZOBXEM BRUS I NA 2n BRU-
SOW, IZ KOTORYH PO KRAJNEJ MERE ODIN NE DOPUSKAET KONE^NOGO POKRYTIQ MNO-
VESTWAMI NA[EJ SISTEMY. s NIM POSTUPIM TAK VE, KAK I S ISHODNYM BRUSOM.
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pRODOLVAQ \TOT PROCESS DELENIQ, POLU^IM POSLEDOWATELXNOSTX WLOVENNYH BRU-
SOW I = I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Ik ⊃ . . ., NI ODIN IZ KOTORYH NE DOPUSKAET KONE^NOGO
PODPOKRYTIQ. eSLI

Ik = {x ∈ Rn : ak
i 6 xi 6 bki , i = 1, . . . , n}, k = 1, 2, . . . ,

TO PRI KAVDOM i = 1, . . . , n KOORDINATNYE OTREZKI [ak
i , b

k
i ], k = 1, 2, . . ., OBRAZU@T,

PO POSTROENI@, SISTEMU WLOVENNYH OTREZKOW, DLINY KOTORYH STREMQTSQ K NUL@.
nAJDQ PRI KAVDOM i = 1, . . . , n TO^KU ξi ∈ [ak

i , b
k
i ], OB]U@ DLQ WSEH \TIH OTREZKOW,

POLU^IM TO^KU ξ = (ξ1, . . . , ξn), PRINADLEVA]U@ WSEM BRUSAM I = I1, I2, . . . , Ik, . . ..
pOSKOLXKU ξ ∈ I, TO NAJDETSQ TAKOE OTKRYTOE MNOVESTWO Gα NA[EJ SISTEMY PO-
KRYWA@]IH MNOVESTW, ^TO ξ ∈ Gα. tOGDA PRI NEKOTOROM ε > 0 TAKVE Uε(ξ) ⊆ Gα.
tAK KAK DLINY OTREZKOW [ak

i , b
k
i ], i = 1, . . . , n, STREMQTSQ K NUL@, TO NAJDETSQ NOMER

N TAKOJ, ^TO |bki − ak
i | <

ε√
n
PRI k > N , i = 1, . . . , n. tOGDA DLQ L@BOJ TO^KI

x = (x1, . . . , xn) IZ Ik IMEEM

|x− ξ| =
√

(x1 − ξ1)2 + · · ·+ (xn − ξn)2 6
√

(bk1 − ak
1)

2 + · · ·+ (bkn − ak
n)2 < ε.

pO\TOMU Ik ⊆ Uε(ξ) ⊆ Gα PRI k > N , I MY WSTUPAEM W PROTIWORE^IE S TEM, ^TO
BRUS Ik NE DOPUSKAET KONE^NOGO POKRYTIQ MNOVESTWAMI DANNOJ SISTEMY. .

mNOVESTWO E ⊂ Rn NAZYWA@T OGRANI^ENNYM MNOVESTWOM, ESLI SU]ESTWUET
TAKOE POLOVITELXNOE ^ISLO r, ^TO r-OKRESTNOSTX TO^KI O = (0, . . . , 0) SODERVIT
MNOVESTWO E.

tEOREMA 2. mNOVESTWO K ⊂ Rn QWLQETSQ KOMPAKTOM ⇔ ONO ZAMKNUTOE I
OGRANI^ENNOE.

dOK–WO ANALOGI^NO SLU^A@ n = 1 I SOSTOIT IZ TREH ^ASTEJ.
1) dOKAVEM ZAMKNUTOSTX KOMPAKTA. iSPOLXZUQ USLOWIE hAUSDORFA POKRYWA-

EM KOMPAKT K OKRESTNOSTQMI Ux(x), x ∈ K, NEPERESEKA@]IMISQ S OKRESTNOSTQ-
MI Vx(z), x ∈ K, FIKSIROWANNOJ TO^KI z ∈ K. wYBIRAEM KONE^NOE PODPOKRYTIE
{Uxi

}i=1,...,l, xi ∈ K. tOGDA
⋂l

i=1 Vxi
— OKRESTNOSTX TO^KI z ∈ K, NEPERESEKA@]AQSQ

S
⋃l

i=1 Uxi
⊇ K. t.E. z — WNUTRENNQQ TO^KA K, K OTKRYTO, A ZNA^IT, K ZAMKNUTO.

2) dLQ DOKAZATELXSTWA OGRANI^ENNOSTI KOMPAKTAK RASSMOTRIM POSLEDOWATELX-
NOSTX OTKRYTYH [AROW Uk(O), k = 1, 2, . . .. oNI OBRAZU@T OTKRYTOE POKRYTIE Rn,
A SLEDOWATELXNO, I K. eSLI BY K NE BYLO OGRANI^ENNYM MNOVESTWOM, TO IZ \TOGO
POKRYTIQ NELXZQ BYLO BY IZWLE^X KONE^NOE PODPOKRYTIE K.

3) pUSTXK — ZAMKNUTOE I OGRANI^ENNOE MNOVESTWO. tOGDA NAJDETSQ n–MERNYJ
BRUS I, SODERVA]IJ K. kOMPAKTNOSTX K SLEDUET IZ TEOREMY 1 I SLEDU@]EJ
LEMMY.

lEMMA. l@BOE ZAMKNUTOE PODMNOVESTWO KOMPAKTA ESTX KOMPAKT .

dOK–WO LEMMY. pUSTX I — KOMPAKT W Rn, F — ZAMKNUTOE W Rn MNOVESTWO I
F ⊆ I. pUSTX {Gα}α∈I — POKRYTIE F MNOVESTWAMI, OTKRYTYMI W Rn. pRISOEDI-
NIW K NEMU E]E ODNO OTKRYTOE MNOVESTWO G = Rn\F , POLU^IM OTKRYTOE POKRYTIE
Rn I, W ^ASTNOSTI, I, IZ KOTOROGO IZWLEKAEM KONE^NOE PODPOKRYTIE I. |TO KONE^-
NOE POKRYTIE I BUDET POKRYWATX TAKVE MNOVESTWO F . zAME^AQ, ^TO G ∩ F = ∅,
MOVNO SKAZATX, ^TO ESLI G WHODIT W \TO KONE^NOE POKRYTIE, TO, DAVE UDALIW G,
MY POLU^IM KONE^NOE POKRYTIE F MNOVESTWAMI ISHODNOJ SISTEMY {Gα}α∈I . .
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3 pREDEL FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH

sM. [kk~, §1.2, 1.3, STR. 31–52], [z, GL.7, §2, STR. 410–415].

3.1 pREDEL POSLEDOWATELXNOSTI W Rn

kAK I W SLU^AE ^ISLOWYH POSLEDOWATELXNOSTEJ, POSLEDOWATELXNOSTX@ W Rn NA-
ZYWA@T L@BOE OTOBRAVENIE N −→ Rn. pOSLEDOWATELXNOSTX BUDEM OBOZNA^ATX {ak},
ESLI k 7−→ ak ∈ Rn PRI k ∈ N.

pUSTX DLQ POSLEDOWATELXNOSTI {ak} SU]ESTWUET TAKAQ TO^KA a ∈ Rn, ^TO DLQ
L@BOJ EE ε-OKRESTNOSTI Uε(a) MOVNO UKAZATX TAKOJ NOMER N ∈ N, ^TO DLQ L@BOGO
k > N WERNO SOOTNO[ENIE ak ∈ Uε(a), T.E.

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N : ∀k > N |ak − a| < ε.

tOGDA {ak} NAZYWA@T SHODQ]EJSQ POSLEDOWATELXNOSTX@ W Rn, A TO^KU a —
PREDELOM POSLEDOWATELXNOSTI {ak} W Rn. eSLI UKAZANNOJ TO^KI a NE SU]E-
STWUET, TO POSLEDOWATELXNOSTX {ak} NAZYWA@T RASHODQ]EJSQ POSLEDOWATELX-
NOSTX@ W Rn.

dLQ PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI W Rn SOHRANQ@TSQ OSNOWNYE SWOJSTWA ^ISLO-
WYH POSLEDOWATELXNOSTEJ, KOTORYE MOVNO RASSMATRIWATX KAK ^ASTNYJ SLU^AJ PO-
SLEDOWATELXNOSTEJ W Rn PRI n = 1. pOSLEDOWATELXNOSTX {ak} W Rn NAZYWA@T FUN-
DAMENTALXNOJ, ESLI DLQ L@BOGO ^ISLA ε > 0 MOVNO UKAZATX TAKOJ NOMER N ∈ N,
^TO DLQ L@BYH k > N I m > N WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO |ak − am| < ε.

kRITERIJ kO[I. pOSLEDOWATELXNOSTX SHODITSQ T. I T. T., K. ONA QWLQETSQ
FUNDAMENTALXNOJ.

bEZ DOK–WA.

3.2 oPREDELENIE PREDELA FUNKCII

oTOBRAVENIE WIDA f : A→ Rm, GDE A ⊆ Rn, n > 1, NAZYWA@T FUNKCIEJ MNOGIH
PEREMENNYH ILI FUNKCIEJ NESKOLXKIH PEREMENNYH. w SLU^AE m = 1 ZNA^E-
NIEM TAKOGO OTOBRAVENIQ QWLQETSQ DEJSTWITELXNOE ^ISLO I OTOBRAVENIE NAZYWA@T
SKALQRNOJ FUNKCIEJ MNOGIH PEREMENNYH. pRI m > 1 BUDEM NAZYWATX TAKOE
OTOBRAVENIE WEKTORNOJ FUNKCIEJ MNOGIH PEREMENNYH.

gRAFIKOM FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH f : A ⊆ Rn → Rm NAZYWA@T PODMNO-
VESTWO

Γ(f) = {(x; y) ∈ Rn+m : x ∈ A, y = f(x)} ⊂ Rn+m = Rn × Rm.

pOSKOLXKU \LEMENT LINEJNOGO PROSTRANSTWA Rm PRI m > 1 QWLQETSQ SOWO-
KUPNOSTX@ m DEJSTWITELXNYH ^ISEL, TO WEKTORNU@ FUNKCI@ MNOGIH PEREMENNYH
f : A ⊆ Rn → Rm MOVNO RASSMATRIWATX KAK SOWOKUPNOSTX m SKALQRNYH FUNKCIJ
fi, POLAGAQ, ^TO

f(x) =
(
f1(x), . . . , fm(x)

)
, x ∈ A. (1)

fUNKCII MNOGIH PEREMENNYH fi, i = 1, . . . ,m, NAZYWA@T KOORDINATNYMI FUNK-
CIQMI WEKTORNOJ FUNKCII f . dLQ PREDSTAWLENIQ WEKTORNOJ FUNKCII NARQDU S
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MATRI^NOJ FORMOJ ZAPISI (1) ISPOLXZU@T KOORDINATNU@ FORMU ZAPISI

y1 = f1(x), . . . , ym = fm(x), x ∈ A.

pUSTX A ⊆ Rn — OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII, B — BAZA W MNOVESTWE A.
tO^KU d ∈ Rm NAZYWA@T PREDELOM FUNKCII f : A→ Rm PO BAZE B, ESLI

∀ε > 0 ∃b = b(ε) ∈ B : ∀x ∈ b |f(x)− d| < ε.

oBOZNA^ENIE: lim
B
f(x) = d.

tEOREMA 1 (OB \KWIWALENTNOSTI OPREDELENIJ PREDELA FUNKCII).

lim
B
f(x) = d ⇔ a) lim

B
ρ
(
f(x), d

)
= 0

⇔ b) ∀U(d) (OKREST.) ∃b ∈ B : f(b) ⊆ U(d)

⇔ c) lim
B
fi(x) = di, i = 1, . . . ,m, d = (d1, . . . , dm).

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ.

dLQ FUNKCII f : A→ Rm BUDEM OBOZNA^ATX:

x → a — BAZA {U̇δ(a) ∩ A : δ > 0} WYKOLOTYH δ–OKRESTNOSTEJ TO^KI a W
MNOVESTWE A, ESLI a — PREDELXNAQ TO^KA MNOVESTWA A,

x → ∞ — BAZA {A \ [Ur(O)] : r > 0} OKRESTNOSTEJ BESKONE^NOSTI W MNOVESTWE
A, ESLI A — NEOGRANI^ENNOE MNOVESTWO ([Ur(O)] — ZAMYKANIE MNOVESTWA Ur(O)).

zADA^A 1. dOKAVITE, ^TO BAZA {U̇δ(a)∩A : δ > 0} \KWIWALENTNA BAZE {U̇(a)∩A},
A BAZA {A \ [Ur(O)] : r > 0} \KWIWALENTNA BAZE {A \ [Ur(a)] : r > 0, a ∈ Rn} . t.E.
PREDEL FUNKCII PO KAKOJ–LIBO BAZE SU]ESTWUET I RAWEN d T. I T.T., K. SU]ESTWUET
PREDEL \TOJ FUNKCII PO \KWIWALENTNOJ BAZE I ON TAKVE RAWEN d.

iMEEM

lim
x→a

f(x) = d ⇔ ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈ A 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− d| < ε

lim
x→∞

f(x) = d ⇔ ∀ε > 0 ∃r > 0 : ∀x ∈ A |x| > r ⇒ |f(x)− d| < ε

lim
x→a

f(x) = ∞ ⇔ ∀r > 0 ∃δ = δ(r) > 0 : ∀x ∈ A 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)| > r

fUNKCI@ α(x) NAZYWA@T B.M. PO BAZE B ⇔ lim
B
α(x) = O.

fUNKCI@ f(x) NAZYWA@T B.B. PO BAZE B ⇔ lim
B
f(x) = ∞.

3.3 sWOJSTWA PREDELA FUNKCII

fUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH f : A ⊆ Rn → Rm OGRANI^ENA NA MNOVESTWE
B ⊆ A, ESLI MNOVESTWO f(B) = {y ∈ Rm : y = f(x), x ∈ B} OGRANI^ENO.

tEOREMA 2 (SWOJSTWA PREDELA FUNKCII).
A) fUN. f : A→ Rm MOVET IMETX NE BOLEE ODNOGO PREDELA PO DANNOJ BAZE B W A.
B) lim

B
f(x) = d ⇒ ∃b ∈ B : f OGRANI^. NA b.

dOK–WO ANALOGI^NO SLU^A@ FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO.
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tEOREMA 3 (PREDEL SLOVNOJ FUNKCII ILI ZAMENA PEREMENNOJ W PREDE-
LE).

1) g : Y → Rm, By — BAZA W Y ⊆ Rk, ∃ lim
By

g(y),

2) f : X → Y, Bx — BAZA W X ⊆ Rn, ⇒ ∃ lim
Bx

g[f(x)] = lim
By

g(y).

3) ∀by ∈ By ∃bx ∈ Bx : f(bx) ⊆ by

dOK–WO ANALOGI^NO SLU^A@ FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO.

tEOREMA 4. eSLI B ⊂ A, a — PREDELXNAQ TO^KA MNOVESTWA B, I d = lim
x→a

f(x)

SU]ESTWUET, TO SU]ESTWUET lim
x→a

f
∣∣
B
(x), RAWNYJ d.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ.

pRIMER 1. rASSMOTRIM FUNKCI@ DWUH PEREMENNYH

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0,
(2)

I ISSLEDUEM EE NA SU]ESTWOWANIE PREDELA W TO^KE a = (0; 0). pUSTX

Bk = {(x, y) ∈ R2 : y = kx}, k ∈ R.

wOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO W TO^KAH Bk FUNKCI@ f MOVNO RASSMATRIWATX KAK FUNK-
CI@ ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO f

∣∣
Bk

(x) ≡ f(x, kx), KOTORAQ PRI x 6= 0
PRINIMAET POSTOQNNOE ZNA^ENIE:

f
∣∣
Bk

(x) = f(x, kx) =
kx2

x2 + k2x2
=

k

1 + k2
.

pO\TOMU PRI (x; y) → (0; 0) SU]ESTWUET PREDEL FUNKCII f
∣∣
Bk

, RAWNYJ \TOMU PO-
STOQNNOMU ZNA^ENI@. tAK KAK \TO ZNA^ENIE ZAWISIT OT k, TO PO TEOREME 3 FUNKCIQ
f NE IMEET PREDELA W TO^KE (0; 0).

4 nEPRERYWNOSTX FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH

sM. [kk~, §1.4, 1.5, 1.7], [z, GL.7, §2, STR. 415–420].

4.1 nEPRERYWNOSTX FUNKCIJ W TO^KE

fUNKCI@ MNOGIH PEREMENNYH f : A→ Rm NAZYWA@T NEPRERYWNOJ W TO^KE
a ∈ A ⊆ Rn W DWUH SLU^AQH: 1) a — IZOLIROWANNAQ TO^KA MNOVESTWA A, ILI
2) a — PREDELXNAQ TO^KA MNOVESTWA A I limx→a f(x) = f(a).

tEOREMA 1 (OB \KWIWALENTNOSTI OPREDELENIJ NEPRERYWNOSTI).
fUNKCIQ f : A→ Rm NEPRERYWNA W TO^KE a ∈ A ⊆ Rn ⇔
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈ A ∩ Uδ(a) f(x) ∈ Uε

(
f(a)

)
.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ.

9



tEOREMA 2. wEKTORNAQ FUN. f(x) =
(
f1(x), . . . , fm(x)

)
NEPRERYWNA W T. a ⇔

∀i = 1, . . . ,m FUNKCIQ fi(x) NEPRERYWNA W T. a.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ I TEOREMY 1 IZ §3 (SM. USLOWIE c).

tEOREMA 3 (LOKALXNYE SWOJSTWA NEPRERYWNYH FUNKCIJ).
A) eSLI FUNKCII fi : A ⊆ Rn → Rm, i = 1, . . . , k, NEPRERYWNY W NEKOTOROJ TO^KE

a ∈ A, TO L@BAQ IH LINEJNAQ KOMBINACIQ NEPRERYWNA W \TOJ TO^KE.
B) eSLI SKALQRNYE FUNKCII f, g : A ⊆ Rn → R NEPRERYWNY W TO^KE a ∈ A, TO

IH PROIZWEDENIE fg, A PRI g(a) 6= 0 I ^ASTNOE f/g NEPRERYWNY W TO^KE a.
W) eSLI FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → Rm NEPRERYWNA W TO^KE a ∈ A, TO ONA OGRANI-

^ENA W PERESE^ENII MNOVESTWA A S NEKOTOROJ OKRESTNOSTX@ TO^KI a.
G) eSLI SKALQRNAQ FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → R NEPRERYWNA W TO^KE a I f(a) > 0

(ILI f(a) < 0), TO SU]ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX U(a) TO^KI a, ^TO FUNKCIQ f
POLOVITELXNA (SOOTWETSTWENNO OTRICATELXNA) W TO^KAH MNOVESTWA U(a) ∩ A.

D) eSLI FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → Rm NEPRERYWNA W TO^KE a ∈ A, f(A) ⊆ B I
FUNKCIQ g : B ⊆ Rm → Rp NEPRERYWNA W TO^KE d = f(a), TO SLOVNAQ FUNKCIQ
(g ◦ f)(x) = g

(
f(x)

)
, x ∈ A, NEPRERYWNA W TO^KE a.

dOK–WO SLEDUET IZ SWOJSTW PREDELA FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH.

pRIMER 1. pRI i = 1, . . . , n FUNKCI@ πi : (x1, . . . , xn) 7→ xi IZ Rn W R NAZYWA@T
PROEKCIEJ NA i–U@ KOORDINATU. |TA FUNKCIQ NEPRERYWNA W L@BOJ TO^KE a =
(a1, . . . , am), TAK KAK lim

x→a
πi(x) = ai = πi(a).

pRIMER 2. l@BU@ FUNKCI@ x 7→ f(x) ODNOGO PEREMENNOGO MOVNO RASSMATRI-
WATX I KAK FUNKCI@ F : (x1, . . . , xn) 7→ f(xi) MNOGIH PEREMENNYH. pRI \TOM ESLI f
NEPRERYWNA KAK FUNKCIQ ODNOGO PEREMENNOGO W TO^KE ai ∈ R, TO F NEPRERYWNA KAK
FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH W L@BOJ TO^KE (x1, . . . , ai, . . . , xm) ∈ Rn, POSKOLXKU F
ESTX KOMPOZICIQ NEPRERYWNYH FUNKCIJ: F = f ◦πi. w ^ASTNOSTI, OTS@DA SLEDUET,
^TO NEPRERYWNA FUNKCIQ f(x, y) = sinx+ exy.

tO^KAMI RAZRYWA FUNKCII f : A ⊆ Rn → Rm NAZYWA@T TO^KI DWUH TIPOW:
1) TO^KI, W KOTORYH FUKCIQ OPREDELENA, NO NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ,
2) PREDELXNYE TO^KI OBLASTI A OPREDELENIQ FUNKCII, NE PRINADLEVA]IE A.

tO^KI RAZRYWA MOGUT OBRAZOWYWATX PODMNOVESTWA W Rn, KOTORYE W ZAWISIMOSTI
OT IH WIDA NAZYWA@T LINIQMI ILI POWERHNOSTQMI RAZRYWA FUNKCII.

4.2 nEPRERYWNOSTX FUNKCIJ NA MNOVESTWAH

fUNKCI@ f : A ⊆ Rn → Rm, NEPRERYWNU@ WO WSEH TO^KAH MNOVESTWA A, NAZY-
WA@T NEPRERYWNOJ NA \TOM MNOVESTWE. ~EREZ C(A,Rm) (C(A) PRI m = 1)
OBOZNA^A@T KLASS NEPRERYWNYH NA MNOVESTWE A FUNKCIJ.

dOKAZANNYE W PRO[LOM SEMESTRE SWOJSTWA FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA MNOVE-
STWAH, OBO]AETSQ NA SLU^AJ FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH SLEDU@]IM OBRAZOM.

pUSTX A — PODMNOVESTWO Rn. pODMNOVESTWO V ⊆ A NAZYWA@T OTKRYTYM W A
MNOVESTWOM, ESLI SU]ESTWUET TAKOE OTKRYTOE W Rn MNOVESTWO U , ^TO V = U ∩A.

tEOREMA 4. fUNKCIQ f : A→ Rm NEPRERYWNA NA A ⊆ Rn ⇔ PROOBRAZ L@BOGO
OTKRYTOGO W Rm MNOVESTWA OTKRYT W A.
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dOK–WO. ⇒ : rASSMOTRIM OTKRYTOE MNOVESTWO V ⊆ Rm. eSLI f−1(V ) —
PUSTOE MNOVESTWO, TO ONO OTKRYTO. pUSTX a ∈ f−1(V ). rASSMOTRIM TO^KU f(a) ∈
V . tAK KAK V — OTKRYTOE MNOVESTWO, TO ∃ε > 0 : Uε

(
f(a)

)
⊆ V . tAK KAK FUNKCIQ

f NEPRERYWNA W TO^KE a, TO

∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈ A ∩ Uδ(a) f(x) ∈ Uε

(
f(a)

)
.

pO\TOMU
a ∈ A ∩ Uδ(a) ⊆ f−1

(
Uε

(
f(a)

))
⊆ f−1(V ).

iMEEM: U =
⋃

a∈f−1(V ) Uδ(a) — OTKRYTOE W Rn MNOVESTWO, I f−1(V ) = U ∩ A, A
ZNA^IT, f−1(V ) — OTKRYTOE W A MNOVESTWO.

⇐ : fIKSIRUEM a ∈ A I ε > 0. rASSMOTRIM OTKRYTOE MNOVESTWO V = Uε

(
f(a)

)
.

tOGDA f−1(V ) OTKRYTO W A ⇒ f−1(V ) = U ∩ A 3 a ⇒

∃δ > 0 : Uδ(a) ⊆ U ⇒ ∀x ∈ A ∩ Uδ(a) ⊆ f−1(V ) f(x) ∈ V = Uε

(
f(a)

)
⇒ f NEPRERYWNA W T. a. .

tEOREMA 5. pUSTX FUNKCIQ f : A→ Rm NEPRERYWNA NA A.
A) eSLI A — KOMPAKT W Rn, TO I f(A) — KOMPAKT W Rm.
B) eSLI A — LINEJNO SWQZNOE MNOV., TO I f(A) — LINEJNO SWQZNOE MNOV.

dOK–WO SLEDUET IZ OPREDELENIJ I TEOREMY 4.
A): PUSTX {Gα} — OTKRYTOE POKRYTIE f(A). iZ TEOREMY 4 SLEDUET, ^TO

∀α f−1(Gα) = Uα ∩ A, GDE Uα — OTKRYTOE W Rn MNOVESTWO. kROME TOGO,
A ⊆

⋃
α f

−1(Gα) ⊆
⋃

α Uα. t.E. {Uα} — OTKRYTOE POKRYTIE KOMPAKTA A ⇒ SU]E-
STWUET KONE^NOE PODPOKRYTIE {Uαi

: i = 1, . . . , k} MNOVESTWA A ⇒
{Gαi

: i = 1, . . . , k} — KONE^NOE PODPOKRYTIE f(A) ⇒ f(A) — KOMPAKT.
B): x, y ∈ f(A) — PROIZWOLXNYE ⇒ SU]ESTWU@T a, b ∈ A : f(a) = x, f(b) =

y ⇒ SU]ESTWUET KRIWAQ γ : ~r = ~r(t), t ∈ [α, β], ~r(α) = a, ~r(β) = b, ∀t ~r(t) ∈
A ⇒ f(γ) : ~r = f

(
~r(t)

)
, t ∈ [α, β], — KRIWAQ, SOEDINQ@]AQ f

(
~r(α)

)
= x I

f
(
~r(β)

)
= y, ∀t f

(
~r(t)

)
∈ f(A) ⇒ f(A) — LINEJNO SWQZNOE MNOVESTWO. .

pRIMER 3. dOKAVEM NESWQZNOSTX Rn\Sn−1
r (a). rASSMOTRIM NEPRERYWNU@ FUNK-

CI@ f(x) = |x−a|. tAK KAK MNOVESTWO f
(
Rn\Sn−1

r (a)
)

= [0, r)∩(r,+∞) NE QWLQETSQ
LINEJNO SWQZNYM, TO PO TEOREME 5 P.B MNOVESTWO Rn \ Sn−1

r (a) TAKVE NE LINEJNO
SWQZNO. .

tEOREMA 5 SPRAWEDLIWA I W SLU^AE OTOBRAVENIJ PROIZWOLXNYH HAUSDORFOWYH
PROSTRANSTW. pRI \TOM OTOBRAVENIE IZ HAUSDORFOWA PROSTRANSTWA X W HAUSDOR-
FOWO PROSTRANSTWO Y NAZYWA@T NEPRERYWNYM, ESLI PROOBRAZ L@BOGO OTKRYTOGO
W Y MNOVESTWA OTKRYT W X (SR. S TEOREMOJ 4).

fUNKCIQ f : A→ Rm RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA A, ESLI

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x1, x2 ∈ A (|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε).

tEOREMA 6 (SWOJSTWA FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA MNOVESTWAH).
a) eSLI FUNKCIQ f : K → Rm NEPRERYWNA NA KOMPAKTE K ⊂ Rn, TO ONA RAWNO-

MERNO NEPRERYWNA NA K.
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B) eSLI FUNKCIQ f : K → Rm NEPRERYWNA NA KOMPAKTE K ⊂ Rn, TO ONA OGRANI-
^ENA NA K.

W) eSLI FUNKCIQ f : K → R NEPRERYWNA NA KOMPAKTE K ⊂ Rn, TO ONA DOSTIGAET
NA K SWOIH NAIBOLX[EGO I NAIMENX[EGO ZNA^ENIJ, T.E. SU]ESTWU@T TAKIE TO^KI
x∗, x

∗ ∈ K, ^TO f(x∗) 6 f(x) 6 f(x∗), x ∈ K.
G) eSLI FUNKCIQ f : A→ R NEPRERYWNA NA LINEJNO SWQZNOM MNOVESTWE A ⊆ Rn,

PRINIMAET W TO^KAH a, b ∈ A ZNA^ENIQ f(a) = c, f(b) = d, TO DLQ L@BOGO ^ISLA µ,
LEVA]EGO MEVDU c I d SU]ESTWUET TO^KA xµ ∈ A, DLQ KOTOROJ f(xµ) = µ.

dOK–WO A) ANALOGI^NO SLU^A@ FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO.
dOK–WO B), W) I G) SLEDUET IZ TEOREMY 5. dEJSTWITELXNO, KOMPAKT NA ^ISLO-

WOJ OSI — \TO ZAMKNUTOE OGRANI^ENNOE MNOVESTWO, A LINEJNO SWQZNOE MNOVESTWO
NA ^ISLOWOJ OSI — PROMEVUTOK. eSLI K — KOMPAKT, TO I f(K) QWLQETSQ KOM-
PAKTOM, T.E. OGRANI^ENNYM ZAMKNUTYM MNOVESTWOM. oGRANI^ENNOSTX MNOVESTWA
f(K) RAWNOSILXNA OGRANI^ENNOSTI FUNKCII NA MNOVESTWE K (UTWERVDENI@ B)).
zAMKNUTOSTX MNOVESTWA f(K) NA ^ISLOWOJ OSI OZNA^AET, ^TO \TO MNOVESTWO SO-
DERVIT WSE SWOI PREDELXNYE TO^KI, W TOM ^ISLE (PRI n = 1) TO^NU@ WERHN@@ I
TO^NU@ NIVN@@ GRANI. dRUGIMI SLOWAMI, TO^NAQ WERHNQQ I TO^NAQ NIVNQQ GRANI
MNOVESTWA f(K) QWLQ@TSQ ZNA^ENIQMI FUNKCII, A \TO RAWNOSILXNO UTWERVDENI@
W). nAKONEC, ESLI A — LINEJNO SWQZNOE MNOVESTWO, TO I f(A) — LINEJNO SWQZNOE
MNOVESTWO, KOTOROE NA ^ISLOWOJ OSI MOVET BYTX TOLXKO PROMEVUTKOM. nO ESLI
f(A) — PROMEVUTOK, TO POLU^AEM UTWERVDENIE G).

5 dIFFERENCIRUEMYE FUNKCII MNOGIH PEREMEN-

NYH

sM. [kk~, §2.1–2.3, §2.4 STR. 77–79, §2.7 STR. 91–92], [z, GL.8, §2, STR. 426–430].

5.1 dIFFERENCIRUEMOSTX I DIFFERENCIAL FUNKCII MNO-
GIH PEREMENNYH

pUSTX FUNKCIQ f : A → Rm OPREDELENA NA MNOVESTWE A ⊆ Rn, x ∈ A, I ∆x =

(∆x1, . . . ,∆xn)
T

— TAKOJ WEKTOR PRIRA]ENIJ NEZAWISIMYH PEREMENNYH, ^TO TO^KA
x+ ∆x TOVE PRINADLEVIT A. w \TOM SLU^AE OPREDELENO POLNOE PRIRA]ENIE
FUNKCII f

∆f(x) = f(x+ ∆x)− f(x),

SOOTWETSTWU@]EE PRIRA]ENI@ ∆x PEREMENNYH W TO^KE x. pOLNOE PRIRA]ENIE
WEKTORNOJ FUNKCII f = (f1, . . . , fn)

T W TO^KE x MOVNO WYRAZITX ^EREZ POLNYE
PRIRA]ENIQ KOORDINATNYH FUNKCIJ f1, . . . , fn:

∆f(x) = (∆f1(x), . . . ,∆fm(x))
T
.

kROME TOGO, NAPOMNIM, ^TO |∆x| =
√

(∆x1)2 + · · ·+ (∆xn)2.
pUSTX x — PREDELXNAQ TO^KA MNOVESTWA A ⊆ Rn. fUNKCI@ f : A → Rm NAZY-

WA@T DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE x, ESLI EE PRIRA]ENIE W \TOJ TO^KE MOVNO
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PREDSTAWITX W WIDE SUMMY DWUH SLAGAEMYH, PERWOE — LINEJNOE OTNOSITELXNO ∆x,
WTOROE — o–MALOE PRI ∆x→ 0:

∆f(x) = L∆x+ α(∆x)|∆x|, (1)

GDE L— MATRICA TIPAm×n, \LEMENTY KOTOROJ NE ZAWISQT OT∆x, A FUNKCIQ α(∆x)
QWLQETSQ BESKONE^NO MALOJ PRI ∆x → 0. lINEJNU@ OTNOSITELXNO ∆x ^ASTX POL-
NOGO PRIRA]ENIQ FUNKCII f , DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE x, NAZYWA@T (POLNYM)
DIFFERENCIALOM FUNKCII f I OBOZNA^A@T ^EREZ df .

zAMETIM, ^TO L@BOE o–MALOE PRI ∆x → 0 PREDSTAWLQETSQ W WIDE α(∆x)|∆x|,
GDE α(∆x) — B. M. PRI ∆x→ 0.

fUNKCI@ f NAZYWA@T DIFFERENCIRUEMOJ W OBLASTI X ⊆ Rn, ESLI ONA
DIFFERENCIRUEMA W KAVDOJ TO^KE \TOJ OBLASTI.

pRI m = 1 RAWENSTWO (1) UPRO]AETSQ. w \TOM SLU^AE FUNKCIQ f SKALQRNAQ,
I W RAWENSTWE (1) MATRICA L QWLQETSQ STROKOJ DLINY n, T.E. L = (l1, . . . , ln), A
FUNKCIQ α(∆x) — \TO BESKONE^NO MALAQ PRI ∆x→ 0 SKALQRNAQ FUNKCIQ. zNA^IT,
PRI m = 1 SOOTNO[ENIE (1) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

∆f(x) = l1∆x1 + · · ·+ ln∆xn + α(∆x)|∆x|. (2)

tEOREMA 1. wEKTORNAQ FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → Rm DIFFERENCIRUEMA W TO^KE x
TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA W \TOJ TO^KE DIFFERENCIRUEMY WSE EE KOORDINATNYE
FUNKCII.

dOK–WO SOSTOIT W PEREHODE OT MATRI^NOJ FORMY ZAPISI USLOWIQ (1) DIFFE-
RENCIRUEMOSTI WEKTORNOJ FUNKCII K EGO ZAPISI W KOORDINATNOJ FORME. .

5.2 ~ASTNYE PROIZWODNYE

pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH f : A → R OPREDELENA W NEKOTOROJ
OKRESTNOSTI TO^KI a = (a1, . . . , an) ∈ A ⊆ Rn. tOGDA W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI
TO^KI a1 ∈ R OPREDELENA FUNKCIQ g(x1) = f(x1, a2, . . . , an), KOTORAQ POLU^AETSQ
IZ FUNKCII f(x) PRI FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH WSEH ARGUMENTOW, KROME PERWOGO.
pROIZWODNU@ g′(a1) FUNKCII g(x1) W TO^KE a1 ∈ R NAZYWA@T ^ASTNOJ PROIZWOD-
NOJ FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH f W TO^KE a PO PEREMENNOJ x1. aNALOGI^-
NO MOVNO OPREDELITX ^ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII f I PO DRUGIM PEREMENNYM.
~ASTNU@ PROIZWODNU@ FUNKCII f W TO^KE a PO PEREMENNOJ xi OBOZNA^A@T

∂f(a)

∂xi

ILI f ′xi
(a).

wY^ISLENIE ^ASTNYH PROIZWODNYH SKALQRNOJ FUNKCII SWODITSQ K DIFFEREN-
CIROWANI@ FUNKCII ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO, KOGDA WSE PEREMENNYE
FUNKCII, KROME ODNOGO, ”ZAMORAVIWA@TSQ”.

tEOREMA 2 (1-OE NEOBHODIMOE USLOWIE DIFFERENCIRUEMOSTI). eSLI SKA-
LQRNAQ FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → R DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ TO^KE x ∈ A
SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ, TO U \TOJ FUNKCII W TO^KE x SU]ESTWU@T WSE ^ASTNYE
PROIZWODNYE I DIFFERENCIAL FUNKCII RAWEN

df(x) = f ′x1
(x) ∆x1 + · · ·+ f ′xn

(x) ∆xn.
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dOK–WO. w USLOWIQH TEOREMY PREDSTAWLENIE (2) WERNO DLQ L@BOGO DOSTATO^NO
MALOGO PRIRA]ENIQ ∆x. w ^ASTNOSTI, \TO PREDSTAWLENIE WERNO, ESLI PRIRA]ENIE
∆x IMEET WID

∆x = (0, . . . , 0,∆xi, 0, . . . , 0)
T
, ∆xi 6= 0,

GDE NOMER i WYBRAN PROIZWOLXNYM OBRAZOM I ZAFIKSIROWAN. w \TOM SLU^AE |∆x| =
|∆xi|, SOOTWETSTWU@]EE POLNOE PRIRA]ENIE ESTX

∆f(x) = f(x1, . . . , xi−1, xi + ∆xi, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn),

A RAWENSTWO (2) PRINIMAET WID

∆f(x) = li∆xi + α(∆x)|∆xi|.
rAZDELIW POSLEDNEE RAWENSTWO NA ∆xi I PEREJDQ K PREDELU PRI ∆xi → 0, POLU^IM

lim
∆xi→0

∆f(x)

∆xi

= li + lim
∆xi→0

(
α(∆x)

|∆xi|
∆xi

)
= li,

TAK KAK α(∆x) — BESKONE^NO MALAQ, A
|∆xi|
∆xi

— OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ. t.E. PRO-

IZWODNAQ f ′xi
(x) SU]ESTWUET I RAWNA li. .

rIS. 2

dADIM GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ ^ASTNYM PROIZWODNYM. pUSTX
FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH f(x, y) OPREDELENA W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI a =
(a1, a2) ∈ R2. gRAFIKOM \TOJ FUNKCII W PROSTRANSTWE QWLQETSQ POWERHNOSTX, KOTO-
RAQ W PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDINAT Oxyz OPISYWAETSQ URAWNENIEM z = f(x, y)
(SM. RIS. 2). rASSMOTRIM PLOSKOSTX y = a2 I SISTEMU KOORDINAT O′xz NA NEJ. lI-
NIQ PERESE^ENIQ γ \TOJ PLOSKOSTI S GRAFIKOM z = f(x, y) PREDSTAWLQET SOBOJ W \TOJ
SISTEME KOORDINAT GRAFIK FUNKCII z = g(x) = f(x, a2). iZ KURSA TEORII FUNKCIJ
ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO IZWESTNO, ^TO SU]ESTWUET KASATELXNAQ K LI-
NII γ W TO^KE (a1, g(a1)) T. I T.T., K. SU]ESTWUET PROIZWODNAQ FUNKCII g(x) W TO^KE
a1, PRI^EM ZNA^ENIE PROIZWODNOJ g′(a1) RAWNO TANGENSU UGLA α, KOTORYJ \TA KASA-
TELXNAQ OBRAZUET S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM OSI Ox. nO g′(a1) = f ′x(a1, a2).
pO\TOMU
ESLI SU]ESTWUET ^ASTNAQ PROIZWODNAQ f ′x(a1, a2), TO W TO^KE P (a1, a2, f(a1, a2)) SU-
]ESTWUET KASATELXNAQ K LINII PERESE^ENIQ POWERHNOSTI z = f(x, y) S PLOSKOSTX@
y = a2, PRI^EM ZNA^ENIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ f ′x(a1, a2) RAWNO TANGENSU UGLA, KO-
TORYJ \TA KASATELXNAQ OBRAZUET S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM OSI Ox.

aNALOGI^NO, ESLI SU]ESTWUET ^ASTNAQ PROIZWODNAQ f ′y(a1, a2), TO W TO^KE P SU-
]ESTWUET KASATELXNAQ K LINII PERESE^ENIQ POWERHNOSTI z = f(x, y) S PLOSKOSTX@
x = a1, PRI^EM ZNA^ENIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ f ′y(a1, a2) RAWNO TANGENSU UGLA, KO-
TORYJ \TA KASATELXNAQ OBRAZUET S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM OSI Oy.
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5.3 mATRICA qKOBI

pUSTX a — WNUTRENNQQ TO^KA OBLASTI A ⊆ Rn OPREDELENIQ FUNKCII f : A → R.
mATRICEJ qKOBI WEKTORNOJ FUNKCII f(x) W TO^KE a NAZYWA@T MATRICU

f ′(a) =
∂f(a)

∂x
=


∂f1(a)
∂x1

. . . ∂f1(a)
∂xn

...
...

...
∂fm(a)

∂xn
. . . ∂fm(a)

∂xn

 .

~ASTO ISPOLXZU@T ZAPISX MATRICY qKOBI W WIDE BLO^NOJ MATRICY–STROKI

f ′(a) =

(
∂f(a)

∂x1

. . .
∂f(a)

∂xn

)
ILI BLO^NOJ MATRICY–STOLBCA

f ′(a) =


∂f1(a)

∂x
...

∂fm(a)
∂x

 .

w POSLEDNEM SLU^AE KAVDYJ BLOK PREDSTAWLQET SOBOJ MATRICU qKOBI SOOTWETSTWU-
@]EJ KOORDINATNOJ FUNKCII.

pRIMER 1. dLQ WEKTORNOJ FUNKCII

f(x, y) =
(
xe−y, x2y3, y

)T
DWUH PEREMENNYH x I y NAJDEM WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE I ZAPI[EM MATRICU qKO-
BI:

f ′(x, y) =

 e−y −xe−y

2xy3 3x2y2

0 1

 .

tEOREMA 3. eSLI FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → Rm DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ
TO^KE x ∈ A, TO W \TOJ TO^KE SU]ESTWU@T ^ASTNYE PROIZWODNYE WSEH EE KOORDINAT-
NYH FUNKCIJ PO WSEM PEREMENNYM, OPREDELENA EE MATRICA qKOBI f ′(x) I POLNOE
PRIRA]ENIE ∆f(x) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

∆f(x) = f ′(x)∆x+ α(∆x)|∆x|,

GDE α(∆x) → 0 PRI ∆x→ 0.

dOK–WO. sOGLASNO TEOREME 1, IZ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII f = (f1, . . . , fm)T

W TO^KE x SLEDUET DIFFERENCIRUEMOSTX W \TOJ TO^KE WSEH EE KOORDINATNYH FUNK-
CIJ fi. pO TEOREME 2:

∆fi(x) =
∂fi(x)

∂x1

∆x1 + · · ·+ ∂fi(x)

∂xn

∆xn + αi(∆x)|∆x|.

zNA^IT, W PREDSTAWLENII DLQ ∆f(x) LINEJNOE OTOBRAVENIE IMEET MATRICU, SOSTA-
WLENNU@ IZ ZNA^ENIJ ^ASTNYH PROIZWODNYH KOORDINATNYH FUNKCIJ W TO^KE x, T.E.
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MATRICU qKOBI f ′(x), A WEKTORNAQ FUNKCIQ α(∆x) IMEET SWOIMI KOORDINATNYMI
FUNKCIQMI FUNKCII αi(∆x). tAK KAK WSE FUNKCII αi(∆x) QWLQ@TSQ BESKONE^NO
MALYMI PRI ∆x → 0, TO I WEKTORNAQ FUNKCIQ α(∆x) QWLQETSQ BESKONE^NO MALOJ
PRI ∆x→ 0. .

dIFFERENCIALY NEZAWISIMYH PEREMENNYH xi, i = 1, . . . , n, KAK I DLQ FUNKCII
ODNOGO PEREMENNOGO, PO OPREDELENI@ RAWNY PRIRA]ENIQM \TIH PEREMENNYH: dxi =
∆xi. s U^ETOM \TOGO DIFFERENCIAL FUNKCII f MOVNO ZAPISATX W WIDE

df(x) = f ′(x) dx, dx = (dx1, . . . , dxn)T .

eSLI WEKTORNAQ FUNKCIQ DIFFERENCIRUEMA W NEKOTOROJ OBLASTI, TO WO WSEH
TO^KAH \TOJ OBLASTI SU]ESTWU@T ^ASTNYE PROIZWODNYE EE KOORDINATNYH FUNKCIJ
I, SLEDOWATELXNO, W OBLASTI SU]ESTWUET EE MATRICA qKOBI.

6 uSLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCIJ MNO-

GIH PEREMENNYH

sM. [kk~, §2.4 STR. 80–82, §2.5], [z, GL.8, §2 STR. 431–432, §4 STR. 449–450].

6.1 nEPRERYWNOSTX I DIFFERENCIRUEMOSTX

tEOREMA 1 (2-OE NEOBHODIMOE USLOWIE DIFFERENCIRUEMOSTI). eSLI FUNK-
CIQ MNOGIH PEREMENNYH DIFFERENCIRUEMA W NEKOTOROJ TO^KE, TO ONA NEPRERYWNA
W \TOJ TO^KE.

dOK–WO. pUSTX FUNKCIQ f = (f1, . . . , fm)
T
DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a. tOGDA

PO TEOREME 1 IZ §5 WSE EE KOORDINATNYE FUNKCII fi DIFFERENCIRUEMY W TO^KE a,
A IH POLNYE PRIRA]ENIQ W TO^KE a MOVNO ZAPISATX W WIDE

∆fi(a) =
n∑

k=1

lik∆xk + αi(∆x)|∆x|.

sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET PREDEL lim∆x→0 ∆fi(a) = 0, OZNA^A@]IJ, ^TO FUNKCII
fi, i = 1, . . . ,m, NEPRERYWNY W TO^KE a. tAK KAK WSE KOORDINATNYE FUNKCII fi

NEPRERYWNY W TO^KE a, TO I WEKTORNAQ FUNKCIQ f NEPRERYWNA W TO^KE a. .

sLEDU@]IE DWA PRIMERA POKAZYWA@T, ^TO NEOBHODIMYE USLOWIQ DIFFERENCI-
RUEMOSTI, O KOTORYH GOWORITSQ W TEOREMAH 1 ZDESX I 2 IZ §5, NE QWLQ@TSQ DOSTATO^-
NYMI USLOWIQMI DIFFERENCIRUEMOSTI, T.E. OBRA]ENIQ SOOTWETSTWU@]IH TEOREM
NEWERNY.

pRIMER 1. fUNKCIQ DWUH PEREMENNYH

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 , x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0,

W NA^ALE KOORDINAT IMEET ^ASTNYE PROIZWODNYE f ′x(0, 0) = 0, f ′y(0, 0) = 0, TAK KAK
f(0, y) = 0 = f(x, 0). eSLI BY \TA FUNKCIQ BYLA DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE (0, 0),
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TO PO TEOREME 1 ONA BYLA BY NEPRERYWNOJ W \TOJ TO^KE (0, 0). oDNAKO \TO NE TAK
(SM. PRIMER IZ §4). sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ f(x, y) NE DIFFERENCIRUEMA W TO^KE
(0, 0), HOTQ I IMEET ^ASTNYE PROIZWODNYE W \TOJ TO^KE. .

pRIMER 2. fUNKCIQ DWUH PEREMENNYH f(x, y) = |x| + |y| NEPRERYWNA W TO^KE
(0, 0), NO W \TOJ TO^KE NE SU]ESTWU@T EE ^ASTNYE PROIZWODNYE f ′x(0, 0) I f ′y(0, 0).
pO\TOMU DANNAQ FUNKCIQ NE MOVET BYTX DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE (0, 0). .

dWA NEOBHODIMYH USLOWIQ (NEPRERYWNOSTX W TO^KE I SU]ESTWOWANIE ^ASTNYH
PROIZWODNYH) TAKVE NE GARANTIRU@T DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII W TO^KE.

pRIMER 3. fUNKCIQ DWUH PEREMENNYH

f(x, y) =

{
x2y

x2+y2 , x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0.

NEPRERYWNA PRI x2 + y2 6= 0 KAK OTNO[ENIE DWUH NEPRERYWNYH FUNKCIJ. |TA
FUNKCIQ NEPRERYWNA I W TO^KE (0, 0), POSKOLXKU IZ DWOJNOGO NERAWENSTWA

0 6

∣∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ =
|x| |y|

|x|2 + |y|2
|x| 6 1

2
|x| 6 1

2
|(x, y)|

I SWOJSTWA PREDELOW SLEDUET SU]ESTWOWANIE PREDELA

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0 = f(0, 0).

sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ f(x, y) NEPRERYWNA W R2.
w TO^KE (0, 0) ^ASTNYE PROIZWODNYE SU]ESTWU@T: f ′x(0, 0) = 0, f ′y(0, 0) = 0, TAK

KAK f(0, y) = 0 = f(x, 0). eSLI BY \TA FUNKCIQ BYLA DIFFERENCIRUEMOJ W \TOJ
TO^KE, TO, U^ITYWAQ ZNA^ENIE ^ASTNYH PROIZWODNYH, MY IMELI BY RAWENSTWO

∆f(0, 0) =
(∆x)2∆y

∆x2 + ∆y2
= α(∆x,∆y)

√
∆x2 + ∆y2,

GDE α(∆x,∆y) → 0 PRI (∆x,∆y) → (0, 0). nO POSLEDNEE RAWENSTWO PRI ∆y = ∆x
PRINIMAET WID

1

2
∆x =

√
2|∆x|α(∆x,∆x),

OTKUDA |α(∆x,∆x)| =
√

2/4, A \TO PROTIWORE^IT TOMU, ^TO α(∆x,∆y) QWLQETSQ
BESKONE^NO MALOJ PRI (∆x,∆y) → (0, 0).

6.2 dOSTATO^NOE USLOWIE DIFFERENCIRUEMOSTI

w SLU^AE DEJSTWITELXNYH FUNKCIJ ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO DIFFE-
RENCIRUEMOSTX FUNKCII W TO^KE \KWIWALENTNA SU]ESTWOWANI@ W \TOJ TO^KE KO-
NE^NOJ PROIZWODNOJ FUNKCII. oDNAKO UVE DLQ FUNKCIJ DWUH PEREMENNYH DIFFE-
RENCIRUEMOSTX W TO^KE NE SLEDUET IZ SU]ESTWOWANIQ ^ASTNYH PROIZWODNYH (SM.
PRIMER 1), TAK KAK SU]ESTWOWANIE ^ASTNYH PROIZWODNYH QWLQETSQ NEOBHODIMYM,
NO NE DOSTATO^NYM USLOWIEM DIFFERENCIRUEMOSTI. ~TOBY PRI NALI^II ^ASTNYH
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PROIZWODNYH GARANTIROWATX DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII, NUVNY DOPOLNITELX-
NYE USLOWIQ.

tEOREMA 2 (DOSTATO^NOE USLOWIE DIFFERENCIRUEMOSTI). eSLI SKALQRNAQ
FUNKCIQ f : A ⊆ Rn → R W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI a ∈ A OPREDELENA I IMEET
^ASTNYE PROIZWODNYE PO WSEM PEREMENNYM, PRI^EM WSE PROIZWODNYE NEPRERYWNY
W SAMOJ TO^KE a, TO FUNKCIQ f DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a.

dOK–WO. uPRO]AQ WYKLADKI, DOKAVEM UTWERVDENIE TEOREMY DLQ ^ASTNOGO SLU-
^AQ FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH, T.E. PRI n = 2. w OB]EM SLU^AE
DOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO.

pUSTX ZADANNAQ TO^KA a ∈ A ⊆ R2 W SISTEME KOORDINAT Oxy IMEET KOORDINATY
x I y. sOGLASNO USLOWI@ TEOREMY, MOVNO WYBRATX TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO FUNK-
CIQ f(x, y) BUDET IMETX ^ASTNYE PROIZWODNYE W L@BOJ TO^KE (x+ ∆x, y + ∆y) PRI
|∆x| < δ I |∆y| < δ. pRIRA]ENIE FUNKCII f(x, y) UDOBNO PREDSTAWITX KAK SUMMU
DWUH SLAGAEMYH:

∆f(x, y) = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) =
(
f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y)

)
+

+
(
f(x, y + ∆y)− f(x, y)

)
= ∆ϕ(x) + ∆ψ(y),

GDE
ϕ(t) = f(t, y + ∆y), ψ(v) = f(x, v)

— DIFFERENCIRUEMYE I, SLEDOWATELXNO, NEPRERYWNYE FUNKCII NA OTREZKAH t ∈
[x, x+ ∆x] I v ∈ [y, y + ∆y] SOOTWETSTWENNO. pRI \TOM

ϕ′(t) = f ′x(t, y + ∆y), ψ′(v) = f ′y(x, v).

iZ TEOREMY lAGRANVA DLQ DANNYH FUNKCIJ NA UKAZANNYH OTREZKAH POLU^AEM:

∆f(x, y) = f ′x(x+ θ1∆x, y + ∆y)∆x+ f ′y(x, y + θ2∆y)∆y, θ1, θ2 ∈ (0, 1).

u^ITYWAQ NEPRERYWNOSTX ^ASTNYH PROIZWODNYH W TO^KE (x, y), POLU^AEM, ^TO

f ′x(x+ θ1∆x, y + ∆y) = f ′x(x, y) + β, f ′y(x, y + θ2∆y) = f ′y(x, y) + γ,

GDE β I γ — BESKONE^NO MALYE PRI (∆x,∆y) → (0, 0). sLEDOWATELXNO,

∆f(x, y) =
(
f ′x(x, y) + β

)
∆x+

(
f ′y(x, y) + γ

)
∆y =

= f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y + β∆x+ γ∆y.

oBOZNA^IM | (∆x,∆y) | =
√

(∆x)2 + (∆y)2 ^EREZ ρ. tOGDA

|β∆x+ γ∆y|
ρ

6 |β| |∆x|
ρ

+ |γ| |∆y|
ρ

6 |β|+ |γ| → 0

PRI ρ→ 0, TAK KAK |∆x|/ρ 6 1, |∆y|/ρ 6 1, A β, γ → 0 PRI ρ→ 0. sLEDOWATELXNO,
β∆x+ γ∆y = o(ρ) PRI ρ→ 0. iTAK,

∆f(x, y) = f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y + o(ρ) PRI ρ→ 0.

dRUGIMI SLOWAMI, FUNKCIQ f DIFFERENCIRUEMA W TO^KE (x, y). .
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eSLI WEKTORNAQ FUNKCIQ f IMEET MATRICU qKOBI WS@DU W NEKOTOROJ OKRESTNO-
STI TO^KI x, PRI^EM WSE \LEMENTY MATRICY qKOBI NEPRERYWNY W SAMOJ TO^KE x,
TO \TA FUNKCIQ DIFFERENCIRUEMA W TO^KE x.

fUNKCI@, IME@]U@ W KAVDOJ TO^KE OBLASTI A ⊆ Rn NEPRERYWNYE ^ASTNYE
PROIZWODNYE PO WSEM PEREMENNYM, NAZYWA@T NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ
W OBLASTI A. mNOVESTWO WSEH SKALQRNYH FUNKCIJ f : A → R, NEPRERYWNO DIF-
FERENCIRUEMYH W OBLASTI A, OBOZNA^A@T ^EREZ C1(A). aNALOGI^NOE MNOVESTWO
WEKTORNYH FUNKCIJ f : A→ Rm, IME@]IH W A NEPRERYWNYE ^ASTNYMI PROIZWOD-
NYE PO WSEM PEREMENNYM, OBOZNA^A@T C1(A,Rm).

7 pRAWILA DIFFERENCIROWANIQ

sM. [kk~, §2.6, 2.7 STR. 93–94], [z, GL.8, §3, STR. 432–436].

7.1 sWOJSTWA PROIZWODNYH I DIFFERENCIALOW fmp

nA FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH MOVNO RASPROSTRANITX PRAWILA DIFFERENCIRO-
WANIQ, USTANOWLENNYE DLQ FUNKCIJ ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO.

tEOREMA 1 (LINEJNOSTX OPERACII DIFFERENCIROWANIQ). dLQ FUNKCIJ
f, g : A→ Rm, DIFFERENCIRUEMYH WO WNUTRENNEJ TO^KE x ∈ A ⊆ Rn, I PROIZWOLX-
NOGO DEJSTWITELXNOGO ^ISLA c WERNY RAWENSTWA:

A) (cf)′(x) = cf ′(x);

B) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x);

W) d(cf)(x) = cdf(x);

G) d(f ± g)(x) = df(x)± dg(x).

tEOREMA 2 (PRAWILO lEJBNICA). dLQ SKALQRNYH FUNKCIJ f, g : A → R,
DIFFERENCIRUEMYH WO WNUTRENNEJ TO^KE x ∈ A ⊆ Rn, WERNY RAWENSTWA:

A) (fg)′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x);

B) d(fg)(x) = f(x)dg(x) + g(x)df(x);

W) (
f

g
)′(x) =

g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2
(W TO^KAH, GDE g(x) 6= 0);

G) d(
f

g
)(x) =

g(x)df(x)− f(x)dg(x)

[g(x)]2
(g(x) 6= 0).

dOK–WA SLEDU@T IZ OPREDELENIJ.

tEOREMA 3 (DIFFERENCIRUEMOSTX SLOVNOJ FUNKCII). eSLI X ⊆ Rn, Y ⊆
Rm, FUNKCIQ f : X → Y DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ TO^KE a ∈ X, A FUNK-
CIQ MNOGIH PEREMENNYH g : Y → Rk DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ TO^KE b =
= f(a) ∈ Y ⊆ Rm, TO SLOVNAQ FUNKCIQ g ◦ f : X → Rk DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a
I WYPOLNENO RAWENSTWO

(g ◦ f)′(a) = g′(b)f ′(a). (1)
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dOK–WO. pUSTX FUNKCIQ g OPREDELENA W OKRESTNOSTI Uσ(b) TO^KI b. tAK KAK
FUNKCIQ f DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a, ONA OPREDELENA W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI
\TOJ TO^KI I QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ W TO^KE a. zNA^IT, SOGLASNO OPRE-
DELENI@ NEPRERYWNOSTI, SU]ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX Uδ(a) IZ OBLASTI OPREDE-
LENIQ FUNKCII f , DLQ KOTOROJ f

(
Uδ(a)

)
⊆ Uσ(b). w OKRESTNOSTI Uδ(a) OPREDELENA

SLOVNAQ FUNKCIQ g ◦ f .
pUSTX x — PROIZWOLXNAQ TO^KA W Uδ(a) I y = f(x), z = g(y). oBOZNA^IM

∆x = x− a, ∆y = y − b, ∆z = z − c, GDE c = g(b). w SILU DIFFERENCIRUEMOSTI
FUNKCII f W TO^KE a IMEEM PREDSTAWLENIE

∆y = f ′(a)∆x+ α(∆x)|∆x|, α(∆x) → 0 PRI ∆x→ 0. (2)

w SILU DIFFERENCIRUEMOSTI g W TO^KE b IMEEM ANALOGI^NOE PREDSTAWLENIE

∆z = g′(b)∆y + β(∆y)|∆y|, β(∆y) → 0 PRI ∆y → 0. (3)

pODSTAWIW (2) W (3), POLU^IM

∆(g ◦ f)(a) = ∆z = g′(b)f ′(a)∆x+ γ(∆x)|∆x|, (4)

GDE

γ(∆x) = g′(b)α(∆x) + β(∆y)
|∆y|
|∆x|

.

iMEEM
∆x→ 0 ⇒ α(∆x) → 0

⇒ ∆y → 0 ⇒ β(∆y) → 0

∣∣∣∣ ⇒ γ(∆x) → 0,

TAK KAK
|∆y|
|∆x|

=
∣∣∣f ′(a) ∆x

|∆x|
+ α(∆x)

∣∣∣
— OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ. pREDSTAWLENIE (4) OZNA^AET, ^TO FUNKCIQ g ◦ f DIF-
FERENCIRUEMA W TO^KE a. pRI \TOM PROIZWEDENIE g′(b) f ′(a) DWUH MATRIC qKOBI
QWLQETSQ, SOGLASNO (4), MATRICEJ qKOBI SLOVNOJ FUNKCII g ◦ f , T.E. IMEET MESTO
RAWENSTWO (1). .

kOMPOZICI@ (g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
DWUH FUNKCIJ f I g ^ASTO ZADA@T W WIDE

z = g(y), y = f(x), WWODQ DOPOLNITELXNYJ NABOR PEREMENNYH y ∈ Rm. pEREMEN-
NYE W NABORE y ∈ Rm NAZYWA@T PROMEVUTO^NYMI PEREMENNYMI, POD^ERKIWAQ
ROLX, KOTORU@ ONI IGRA@T PRI ZADANII SLOVNOJ FUNKCII. uKAZANNAQ ROLX PRO-
QWLQETSQ I PRI WY^ISLENII ^ASTNYH PROIZWODNYH SLOVNOJ FUNKCII. iSPOLXZUQ
KOORDINATNYE FUNKCII zi(y), ys(x) I MATRICY qKOBI

g′ =

(
∂zi

∂ys

)
, f ′ =

(
∂ys

∂xj

)
WEKTORNYH FUNKCIJ g I f , RAWENSTWO (1) MATRIC qKOBI MOVNO ZAPISATX W KOORDI-
NATNOJ FORME

∂zi

∂xj

=
m∑

s=1

∂zi

∂ys

∂ys

∂xj

=
∂zi

∂y1

∂y1

∂xj

+ · · ·+ ∂zi

∂ym

∂ym

∂xj

, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n. (5)
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pOLU^ENY FORMULY DLQ WY^ISLENIQ ^ASTNYH PROIZWODNYH KOORDINATNYH FUNK-
CIJ SLOVNOJ FUNKCII. oTMETIM, ^TO ^ASTNYE PROIZWODNYE W (5) WY^ISLQ@TSQ W

SOOTWETSTWU@]IH TO^KAH, A IMENNO:
∂zi

∂xj

I
∂ys

∂xj

— W TO^KE a, A
∂zi

∂ys

— W TO^KE

b = f(a).
w RAWENSTWAH (5) SLEDUET OBRATITX WNIMANIE NA TO, KAK W NIH WHODQT PROMEVU-

TO^NYE I OSTALXNYE PEREMENNYE. zAPISX ^ASTNYH PROIZWODNYH SLOVNOJ FUNKCII
W WIDE (5) NAZYWA@T PRAWILOM DIFFERENCIROWANIQ SLOVNOJ FUNKCII ILI
CEPNYM PRAWILOM.

rASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI DIFFERENCIROWANIQ SLOVNYH FUNKCIJ
PRI RAZLI^NYH ZNA^ENIQH n, m I k. bUDEM PREDPOLAGATX, NE OGOWARIWAQ \TOGO SPE-
CIALXNO, ^TO USLOWIQ TEOREMY 3 WYPOLNENY DLQ \TIH FUNKCIJ W SOOTWETSTWU@]IH
TO^KAH.

eSLI n = 1 (ILI m = 1), TO U FUNKCII f (SOOTWETSTWENNO g) BUDET WSEGO LI[X
ODIN ARGUMENT I ^ASTNAQ PROIZWODNAQ BUDET FAKTI^ESKI OBYKNOWENNOJ PROIZWOD-
NOJ. |TO DOLVNO BYTX OTRAVENO W OBOZNA^ENIQH PROIZWODNYH. nAPRIMER, ESLI
z = g(y), y = f(t) =

(
f1(t), . . . , fm(t)

)T
, GDE z ∈ R, t ∈ R, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, TO

SLOVNAQ FUNKCIQ z = g
(
f(t)

)
ZAWISIT TOLXKO OT ODNOGO PEREMENNOGO t I

dz

dt
=

m∑
s=1

∂z

∂ys

dys

dt
=

∂z

∂y1

dy1

dt
+ · · ·+ ∂z

∂ym

dym

dt
, (6)

GDE ^ASTNYE I OBYKNOWENNYE PROIZWODNYE WY^ISLQ@TSQ W SOOTWETSTWU@]IH TO^-
KAH.

pROIZWODNU@ SLOVNOJ FUNKCII z = g
(
f(t)

)
W SLU^AE n = 1, k = 1 (T.E. DEJSTWI-

TELXNOJ FUNKCII DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO), WY^ISLQEMU@ PO FORMULE (6),
NAZYWA@T POLNOJ PROIZWODNOJ FUNKCII g

(
f(t)

)
.

pRIMER 1. nAJDEM POLNU@ PROIZWODNU@ SLOVNOJ FUNKCII z = f(t, x, y), x =
sin t, y = cos t, PREDPOLAGAQ, ^TO FUNKCIQ f : R3 → R DIFFERENCIRUEMA W R3.

w DANNOM SLU^AE PROMEVUTO^NYH PEREMENNYH DWA, NO UDOBNO WWESTI TRETXE
PROMEVUTO^NOE PEREMENNOE w = t I RASSMOTRETX SLOVNU@ FUNKCI@ z = f(w, x, y),
w = t, x = sin t, y = cos t. iSPOLXZUQ PRAWILO DIFFERENCIROWANIQ SLOVNOJ FUNK-
CII, NAHODIM

dz

dt
=
∂f

∂w

dw

dt
+
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂x
cos t− ∂f

∂y
sin t,

GDE ^ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII f WY^ISLQ@TSQ W TO^KE (t, sin t, cos t).

sLEDSTWIE 1 (INWARIANTNOSTX FORMY PERWOGO DIFFERENCIALA). wO WNUTREN-
NIH TO^KAH OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCII FORMULA DLQ DIFFERENCIALA dz = g′(y)dy
ODINAKOWA DLQ SLU^AQ, KOGDA y — WEKTOR ARGUMENTOW FUNKCII g, I DLQ SLU^AQ, KO-
GDA y — WEKTORNAQ FUNKCIQ KAKIH–LIBO DRUGIH ARGUMENTOW.

dOK–WO. pUSTX FUNKCIQ f : X → Y DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ TO^KE
a ∈ X, A FUNKCIQ g : Y → Rk DIFFERENCIRUEMA WO WNUTRENNEJ TO^KE b = f(a) ∈ Y .
sOGLASNO TEOREME 3, KOMPOZICIQ g ◦ f DWUH FUNKCIJ DIFFERENCIRUEMA W TO^KE
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a, A EE DIFFERENCIAL W TO^KE a W SOOTWETSTWII S PRAWILOM DIFFERENCIROWANIQ
SLOVNOJ FUNKCII IMEET WID

d(g ◦ f) = (g ◦ f)′(a) dx = g′(b)f ′(a) dx.

wWODQ NABOR PROMEVUTO^NYH PEREMENNYH y = f(x), ZAPI[EM KOMPOZICI@ g ◦ f
W WIDE z = g(y), y = f(x). tOGDA dy = f ′(a) dx — DIFFERENCIAL FUNKCII f ,
A dz = d(g ◦ f) — DIFFERENCIAL KOMPOZICII g ◦ f . t.E. POLU^AETSQ UKAZANNAQ
FORMULA PRI y = b. tO^NO TAKOJ VE WID IMEET DIFFERENCIAL FUNKCII z = g(y).
.

gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ \TOGO SLEDSTWIQ. fORMULA DLQ DIFFE-
RENCIALA NE MENQETSQ PRI PEREHODE OT KOORDINAT y K KOORDINATAM x. t.E. DIF-
FERENCIAL NE ZAWISIT OT WYBORA SISTEMY KOORDINAT I HARAKTERIZUET SOBSTWENNO
GEOMETRI^ESKIE SWOJSTWA FUNKCII, A NE EE PREDSTAWLENIE W KOORDINATAH.

8 ~ASTNYE PROIZWODNYE WTOROGO PORQDKA

sM. [kk~, §3.1].

8.1 mATRICA gESSE

pREDPOLOVIM, ^TO SKALQRNAQ FUNKCIQ f : Rn → R WO WSEH TO^KAH NEKOTOROJ OKREST-
NOSTI Uδ(a) TO^KI a IMEET ^ASTNU@ PROIZWODNU@ f ′xi

(x). |TA ^ASTNAQ PROIZWODNAQ
SAMA QWLQETSQ FUNKCIEJ MNOGIH PEREMENNYH, OPREDELENNOJ W OKRESTNOSTI Uδ(a),
I MOVET OKAZATXSQ, ^TO ONA IMEET ^ASTNU@ PROIZWODNU@ W TO^KE a, NAPRIMER PO
PEREMENNOMU xj. ~ASTNU@ PROIZWODNU@(

f ′xi

)′
xj

(a) =
∂

∂xj

(
∂f(x)

∂xi

) ∣∣∣∣
x=a

FUNKCII f ′xi
(x) NAZYWA@T ^ASTNOJ PROIZWODNOJ WTOROGO PORQDKA FUNKCII

f(x) W TO^KE a PO PEREMENNYM xi I xj I OBOZNA^A@T

∂2f(a)

∂xj∂xi

ILI f ′′xixj
(a).

pROIZWODNYE f ′xi
(x) W SWQZI S \TIM NAZYWA@T ^ASTNYMI PROIZWODNYMI PERWOGO

PORQDKA. pRI i 6= j ^ASTNYE PROIZWODNYE WTOROGO PORQDKA NAZYWA@T SME[AN-
NYMI. pRI j = i ISPOLXZU@T OBOZNA^ENIQ

∂2f(a)

∂x2
i

, f ′′xixi
(a) ILI f ′′x2

i
(a).

eSLI DLQ SKALQRNOJ FUNKCII f = f(x1, . . . , xn) W TO^KE x SU]ESTWU@T WSE ^AST-
NYE PROIZWODNYE WTOROGO PORQDKA, TO IZ NIH MOVNO SOSTAWITX KWADRATNU@ MATRI-
CU PORQDKA n

f ′′(x) =


∂2f(x)

∂x2
1

∂2f(x)
∂x1∂x2

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

∂2f(x)
∂x2∂x1

∂2f(x)

∂x2
2

. . . ∂2f(x)
∂x2∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂2f(x)
∂xn∂x1

∂2f(x)
∂xn∂x2

. . . ∂2f(x)
∂x2

n

 ,
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KOTORU@ NAZYWA@T MATRICEJ gESSE FUNKCII f W TO^KE x.

pRIMER 1. nAJDEM WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE WTOROGO PORQDKA DLQ FUNKCII
DWUH PEREMENNYH f(x, y) = 3x2y + y2 + 5 I ZAPI[EM DLQ NEE MATRICU gESSE:

f ′′(x) =

(
6y 6x
6x 2

)
.

oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO W OTWETE POLU^ILASX SIMMETRI^ESKAQ MATRICA, T.E.
W DANNOM SLU^AE ZNA^ENIE SME[ANNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA NE ZAWISIT OT
PORQDKA DIFFERENCIROWANIQ (POSLEDOWATELXNOSTI, W KOTOROJ WY^ISLQ@TSQ ^AST-
NYE PROIZWODNYE PERWOGO PORQDKA). .

8.2 sOWPADENIE SME[ANNYH PROIZWODNYH

kAK POKAZYWAET RASSMOTRENNYJ PRIMER, W NEKOTORYH SLU^AQH SME[ANNYE PRO-
IZWODNYE, KOTORYE OTLI^A@TSQ LI[X PORQDKOM DIFFERENCIROWANIQ, SOWPADA@T.
sLEDU@]AQ TEOREMA DAET DOSTATO^NYE USLOWIQ DLQ TAKOGO SOWPADENIQ, T.E. USLO-
WIQ, PRI WYPOLNENII KOTORYH ZNA^ENIE SME[ANNOJ PROIZWODNOJ NE ZAWISIT OT
PORQDKA DIFFERENCIROWANIQ.

fUNKCI@ f(x) n PEREMENNYH NAZYWA@T NEPRERYWNOJ W TO^KE a = (a1, . . . , an)
PO ^ASTI PEREMENNYH xi, xj, ESLI FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH

g(xi, xj) = f(a1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , an)

NEPRERYWNA W TO^KE xi = ai, xj = aj.

zADA^A 1. wYWEDITE IZ TEOREMY 4 IZ §3, ^TO ESLI FUNKCIQ NEPRERYWNA W TO^KE,
TO ONA NEPRERYWNA W \TOJ TO^KE PO L@BOJ ^ASTI PEREMENNYH.

tEOREMA 1. pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ f(x1, . . . , xn) (n > 1) W NEKOTOROJ OKREST-
NOSTI TO^KI a ∈ Rn IMEET ^ASTNYE PROIZWODNYE f ′xi

, f ′xj
(i 6= j), f ′′xixj

I f ′′xjxi
, SME-

[ANNYE PROIZWODNYE f ′′xixj
I f ′′xjxi

NEPRERYWNY W TO^KE a PO ^ASTI PEREMENNYH xi I
xj. tOGDA f ′′xixj

(a) = f ′′xjxi
(a).

dOK–WO. zNA^ENIQ WSEH PEREMENNYH, KROME xi I xj, MOVNO S^ITATX FIKSIRO-
WANNYMI. pO\TOMU MOVNO WESTI RE^X O FUNKCII, IME@]EJ TOLXKO DWA ARGUMENTA
xi I xj, KOTORYE UDOBNO PEREOBOZNA^ITX: xi = x, xj = y, a = (p; q).

wYBEREM TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO PRI |∆x| < δ, |∆y| < δ TO^KA (p+ ∆x; q + ∆y)
POPADAET W OKRESTNOSTX U TO^KI (p; q), GDE FUNKCIQ f = f(x, y) IMEET ^ASTNYE
PROIZWODNYE PERWOGO PORQDKA I SME[ANNYE PROIZWODNYE f ′′xy I f ′′yx. w KWADRATE
|∆x| < δ, |∆y| < δ OPREDELENA FUNKCIQ

g(∆x,∆y) = f(p+∆x, q+∆y)− f(p+∆x, q)− f(p, q+∆y) + f(p, q).

dLQ FUNKCII ϕ(x) = f(x, q + ∆y) − f(x, q) IMEEM g(∆x,∆y) = ϕ(p + ∆x) − ϕ(p).
fUNKCIQ ϕ(x) NA OTREZKE [p, p+ ∆x] IMEET PROIZWODNU@

ϕ′(x) = f ′x(x, q + ∆y)− f ′x(x, q)
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I POTOMU NEPRERYWNA NA \TOM OTREZKE. sLEDOWATELXNO, K FUNKCII ϕ(x) NA UKAZAN-
NOM OTREZKE MOVNO PRIMENITX TEOREMU lAGRANVA:

g(∆x,∆y) = ϕ′(p+θ∆x)∆x =
[
f ′x(p+θ∆x, q+∆y)−f ′x(p+ θ∆x, q)

]
∆x, θ ∈ (0, 1).

wYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH PREDSTAWLQET SOBOJ PRIRA]ENIE FUNKCII λ(y) =
= f ′x(p+ θ∆x, y) ODNOGO PEREMENNOGO NA OTREZKE [q, q + ∆y]. nA OTREZKE [q, q + ∆y]
FUNKCIQ λ(y) IMEET PROIZWODNU@

λ′(y) = f ′′xy(p+ θ∆x, y)

I QWLQETSQ PO\TOMU NEPRERYWNOJ NA \TOM OTREZKE. zNA^IT, I K \TOJ FUNKCII NA
UKAZANNOM OTREZKE MOVNO PRIMENITX TEOREMU lAGRANVA:

λ(q + ∆y)− λ(q) = λ′(q + θ1∆y)∆y = f ′′xy(p+ θ∆x, q + θ1∆y)∆y, θ1 ∈ (0, 1).

w REZULXTATE NAHODIM, ^TO

g(∆x,∆y) = f ′′xy(p+ θ∆x, q + θ1∆y)∆x∆y, θ, θ1 ∈ (0, 1). (1)

rAWENSTWO (1) BYLO POLU^ENO W REZULXTATE DWUKRATNOGO PRIMENENIQ TEOREMY
lAGRANVA, PRI^EM SPERWA ONA PRIMENQLASX PO PEREMENNOMU x, ZATEM — PO PE-
REMENNOMU y. nO TE VE RASSUVDENIQ MOVNO POWTORITX, POMENQW LI[X PORQDOK
PEREMENNYH. tOGDA POLU^IM RAWENSTWO, ANALOGI^NOE (1), NO WKL@^A@]EE DRUGU@
SME[ANNU@ PROIZWODNU@:

g(∆x,∆y) = f ′′yx(p+ θ3∆x, q + θ2∆y)∆y∆x, θ2, θ3 ∈ (0, 1). (2)

sOEDINQQ RAWENSTWA (1) I (2), POLU^AEM

f ′′xy(p+ θ∆x, q + θ1∆y) = f ′′yx(p+ θ3∆x, q + θ2∆y).

pEREHODQ W \TOM RAWENSTWE K PREDELU PRI (∆x; ∆y) → (0; 0) I ISPOLXZUQ NEPRERYW-
NOSTX W TO^KE (p; q) SME[ANNYH PROIZWODNYH, ZAKL@^AEM, ^TO f ′′xy(p, q) = f ′′yx(p, q).
.

uSLOWIE NEPRERYWNOSTI SME[ANNYH PROIZWODNYH W DOKAZANNOJ TEOREME NELXZQ
OPUSTITX: PRI NARU[ENII \TOGO USLOWIQ SME[ANNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE MOGUT
OTLI^ATXSQ.

pRIMER 2. pOKAVEM, ^TO SME[ANNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE WTOROGO PORQDKA
FUNKCII DWUH PEREMENNYH

f(x, y) =

{
xy

x2 − y2

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0,

RAZLI^NY W TO^KE (0; 0). nAJDEM ^ASTNYE PROIZWODNYE PERWOGO PORQDKA:

f ′x(x, y) =

 y

(
x2 − y2

x2 + y2
+

4x2y2

(x2 + y2)2

)
, x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0,

f ′y(x, y) =

 x

(
x2 − y2

x2 + y2
− 4x2y2

(x2 + y2)2

)
, x2 + y2 6= 0;

0, x = y = 0.

iMEEM f ′x(0, y) = −y, OTKUDA f ′′xy(0, 0) = −1. aNALOGI^NO f ′y(x, 0) = x, I PO\TO-
MU f ′′yx(0, 0) = 1. sLEDOWATELXNO, f ′′xy(0, 0) 6= f ′′xy(0, 0), ^TO SWQZANO S NARU[ENIEM
USLOWIQ NEPRERYWNOSTI SME[ANNYH PROIZWODNYH W TO^KE (0; 0) (SM. TEOREMU 1).

24



9 pROIZWODNYE I DIFFERENCIALY WYS[IH PORQD-

KOW

sM. [kk~, §3.2–3.5].

9.1 ~ASTNYE PROIZWODNYE WYS[IH PORQDKOW

~ASTNYE PROIZWODNYE WYS[EGO PORQDKA WWODQTSQ TAK VE, KAK I ^ASTNYE PRO-
IZWODNYE WTOROGO PORQDKA. ~ASTNU@ PROIZWODNU@ k-GO PORQDKA (k > 1) FUNKCII
MNOGIH PEREMENNYH OPREDELQ@T KAK ^ASTNU@ PROIZWODNU@ PERWOGO PORQDKA OT NE-
KOTOROJ ^ASTNOJ PROIZWODNOJ (k−1)-GO PORQDKA \TOJ FUNKCII.

nAPRIMER, DLQ FUNKCII f = f(x, y) DWUH PEREMENNYH MOGUT SU]ESTWOWATX
WOSEMX ^ASTNYH PROIZWODNYH TRETXEGO PORQDKA: f ′′′xxx ≡ f ′′′x3 , f ′′′xxy ≡ f ′′′x2y, f

′′′
xyx,

f ′′′yxx ≡ f ′′′yx2 I T.D. wOZMOVNYE DRUGIE OBOZNA^ENIQ: f ′′′′xxyy ≡ f
(4)

x2y2 ≡ f IV

x2y2 I T.P.
pUSTX U — OBLASTX W Rn. fUNKCI@ f : U → Rm, U KOTOROJ WSE ^ASTNYE PROIZ-

WODNYE DO PORQDKA k WKL@^ITELXNO U WSEH EE KOORDINATNYH FUNKCIJ NEPRERYWNY
W U , NAZYWA@T k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ W OBLASTI U . gOWO-
RQT TAKVE, ^TO ONA IMEET k–J PORQDOK GLADKOSTI W OBLASTI U ILI ^TO ONA
PRINADLEVIT KLASSU Ck W OBLASTI U . ~EREZ Ck(U,Rm) OBOZNA^A@T MNOVESTWO k
RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH W OBLASTI U WEKTORNYH FUNKCIJ IZ U W Rm,
A ^EREZ Ck(U) — MNOVESTWO k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH W OBLASTI U
SKALQRNYH FUNKCIJ. mNOVESTWA Ck(U,Rm), Ck(U) NAZYWA@T KLASSAMI. w \TIH
OBOZNA^ENIQH DOPUSTÍM SLU^AJ k = ∞, OZNA^A@]IJ, ^TO SOOTWETSTWU@]AQ FUNK-
CIQ IMEET NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE L@BOGO PORQDKA. tAKU@ FUNKCI@
OBY^NO NAZYWA@T GLADKOJ ILI BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ.

dLQ FUNKCIJ k–GO PORQDKA GLADKOSTI ZNA^ENIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ PORQDKA
NE WY[E k NE ZAWISIT OT POSLEDOWATELXNOSTI, W KOTOROJ WYPOLNQETSQ DIFFEREN-
CIROWANIE. nAPRIMER, PRI k = 4 RAWENSTWO f IV

xyxy = f IV
xxyy MOVNO RASSMATRIWATX

KAK RAWENSTWO ^ASTNYH PROIZWODNYH PO PEREMENNOMU y FUNKCIJ f ′′′xyx I f ′′′xxy, ILI
g′′xy I g′′yx, GDE g = f ′x. nO g′′xy = g′′yx, TAK KAK \TI ^ASTNYE PROIZWODNYE, QWLQ@-
]IESQ ^ASTNYMI PROIZWODNYMI FUNKCII f ′x, NEPRERYWNY. zNA^IT, f ′′′xyx = f ′′′xxy I
f IV

xyxy = f IV
xxyy.

sWOJSTWO NEZAWISIMOSTI ^ASTNYH PROIZWODNYH OT PORQDKA DIFFERENCIROWA-
NIQ, KOTORYM OBLADA@T FUNKCII KLASSOW Ck, POZWOLQET W OBOZNA^ENIQH ^ASTNYH
PROIZWODNYH GRUPPIROWATX ODNI I TE VE PEREMENNYE I TEM SAMYM UPRO]ATX ZA-
PISX. nAPRIMER, DLQ SKALQRNOJ FUNKCII f(x1, . . . , xn) ^ASTNYE PROIZWODNYE r-GO
PORQDKA OBOZNA^A@T SLEDU@]IM OBRAZOM:

Dσf ≡ ∂rf(x)

∂xi1
1 . . . ∂x

in
n

≡ ∂|σ|f(x)

∂xi1
1 . . . ∂x

in
n

,

GDE σ = (i1, . . . , in) I r = |σ| OBOZNA^AET SUMMU i1 + · · ·+ in WSEH INDEKSOW.
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9.2 dIFFERENCIALY WYS[IH PORQDKOW

pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ f DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI TO^KI x ∈ Rn. tOGDA
EE DIFFERENCIAL

df(x) =
n∑

i=1

∂f(x)

∂xi

dxi

KAK FUNKCIQ OT x S POSTOQNNYMI dx1, . . . , dxn MOVET OKAZATXSQ DIFFERENCIRUEMOJ
FUNKCIEJ W TO^KE x. w \TOM SLU^AE WYRAVENIE

d
(
df(x)

)
= d

(
n∑

j=1

∂f(x)

∂xj

dxj

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f(x)

∂xj∂xi

dxi dxj, (1)

PREDSTAWLQ@]EE SOBOJ DIFFERENCIAL OT DIFFERENCIALA FUNKCII f(x), NAZYWA-
@T DIFFERENCIALOM WTOROGO PORQDKA FUNKCII f(x) W TO^KE x I OBOZNA^A@T
d2f(x). w \TOJ SWQZI DIFFERENCIAL df(x) NAZYWA@T DIFFERENCIALOM PERWOGO
PORQDKA FUNKCII f .

iZ 1-OGO NEOBHODIMOGO USLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI SLEDUET, ^TO DLQ SU]E-
STWOWANIQ W TO^KE x DIFFERENCIALA WTOROGO PORQDKA FUNKCII f NEOBHODIMO SU-
]ESTWOWANIE WSEH ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA \TOJ FUNKCII W TO^KE x.
dOSTATO^NYM VE USLOWIEM SU]ESTWOWANIQ DIFFERENCIALA QWLQETSQ USLOWIE, ^TO
UKAZANNYE PROIZWODNYE QWLQ@TSQ NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI W TO^KE x. w ^AST-
NOSTI, ESLI f ∈ C2(U), GDE U — NEKOTORAQ OKRESTNOSTX TO^KI x ∈ Rn, TO W \TOJ
OKRESTNOSTI SU]ESTWU@T NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE PERWOGO I WTOROGO
PORQDKA, A ZNA^IT, W U SU]ESTWU@T KAK DIFFERENCIAL PERWOGO PORQDKA df , TAK I
DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA d2f .

oTMETIM, ^TO DIFFERENCIAL PERWOGO PORQDKA QWLQETSQ LINEJNOJ FUNKCIEJ PE-
REMENNYH dx = (dx1, . . . , dxn)

T
, A DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA, SOGLASNO PRED-

STAWLENI@ (1), QWLQETSQ KWADRATI^NOJ FORMOJ OTNOSITELXNO \TIH PEREMENNYH. w
MATRI^NOJ ZAPISI DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA IMEET WID

d2f(x) = dx
T
f ′′(x) dx,

GDE f ′′(x) — MATRICA gESSE FUNKCII f .
dIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA, ZAWISQ]IJ OT NABORA NEZAWISIMYH PEREMEN-

NYH x I WEKTORA IH PRIRA]ENIJ dx (DIFFERENCIALOW NEZAWISIMYH PEREMENNYH),
MOVET OKAZATXSQ DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ PO SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH x.
pOWTORQQ POSLEDOWATELXNO PROCESS WY^ISLENIQ DIFFERENCIALOW, PRIHODIM K DIF-
FERENCIALU FUNKCII k-GO PORQDKA, KOTORYJ QWLQETSQ DIFFERENCIALOM PERWOGO
PORQDKA OT DIFFERENCIALA (k−1)-GO PORQDKA FUNKCII f :

dkf(x) = d
(
dk−1f(x)

)
.

dOSTATO^NYM USLOWIEM SU]ESTWOWANIQ DIFFERENCIALA k-GO PORQDKA W OBLASTI U
QWLQETSQ k-J PORQDOK GLADKOSTI FUNKCII W \TOJ OBLASTI, T.E. USLOWIE f ∈ Ck(U).

s POMO]X@ OPERATORA

∂

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂

∂xn

dxn
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DIFFERENCIAL k-GO PORQDKA FUNKCII f ∈ Ck UDOBNO ZAPISYWATX W WIDE

dkf(x) =
( ∂

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂

∂xn

dxn

)k

f(x).

zDESX WYRAVENIE W SKOBKAH WOZWODITSQ W STEPENX k PO OBY^NYM ALGEBRAI^ESKIM
PRAWILAM, PRI^EM POLAGA@T, ^TO( ∂

∂xi

dxi

)m

=
∂m

∂xm
i

dxm
i , GDE dxm

i = (dxi)
m.

w SLU^AE FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH z = f(x, y) ∈ C2 IMEEM

d2f(x, y) =
( ∂
∂x

dx+
∂

∂y
dy
)2

f(x, y) = f ′′xx dx
2 + 2f ′′xy dxdy + f ′′yy dy

2.

pRIMER 1. dLQ FUNKCII z = x2y3 EE WTOROJ DIFFERENCIAL IMEET WID

d2z = 2y3dx2 + 12xy2dxdy + 6x2y dy2.

a EE MATRICA gESSE ESTX (
2y3 6xy2

6xy2 6x2y

)
. .

oTMETIM, ^TO DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA NE OBLADAET SWOJSTWOM INWARI-
ANTNOSTI FORMY ZAPISI. nAPRIMER, ESLI x, y — FUNKCII KAKIH–LIBO DRUGIH
ARGUMENTOW, TO WMESTO FORMULY (2) POLU^AEM:

d2f(x, y) = d
(
f ′x dx+ f ′y dy

)
= f ′′xx dx

2 + 2f ′′xy dxdy + f ′′yy dy
2 + f ′x d

2x+ f ′y d
2y.

9.3 fORMULA tEJLORA

nAPOMNIM, ^TO ESLI U FUNKCII g(t) ODNOGO PEREMENNOGO t NA OTREZKE [0, T ] SU]E-
STWUET KONE^NAQ PROIZWODNAQ (m+1)–GO PORQDKA, TO PRI L@BOM t ∈ [0, T ] IMEET
MESTO FORMULA mAKLORENA S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME lAGRANVA:

g(t) = g(0) +
g′(0)

1!
t+

g′′(0)

2!
t2 + · · ·+ g(m)(0)

m!
tm +

g(m+1)(θt)

(m+ 1)!
tm+1, (2)

GDE θ ∈ (0, 1) — NEKOTOROE ^ISLO.
sLEDU@]AQ TEOREMA OBOB]AET FORMULU tEJLORA NA SLU^AJ SKALQRNOJ FUNKCII

MNOGIH PEREMENNYH.

tEOREMA 1 (TEOREMA tEJLORA). pUSTX U — OKRESTNOSTX TO^KI a ∈ Rn, f ∈
Cm+1(U), A OTREZOK, SOEDINQ@]IJ TO^KI a = (a1, . . . , an) I a+∆x = (a1 + ∆x1, . . . , an + ∆xn),
SODERVITSQ W U . tOGDA SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO θ ∈ (0, 1), ^TO DLQ FUNKCII f(x)
IMEET MESTO FORMULA tEJLORA:

f(a+ ∆x) = f(a) +
m∑

k=1

dkf(a)

k!
+
dm+1f(a+ θ∆x)

(m+ 1)!
PRI dx = ∆x. (3)
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dOK–WO. rASSMOTRIM FUNKCI@ ODNOGO PEREMENNOGO g(t) = f(a+t∆x). pO USLO-
WI@ a+ t∆x ∈ U PRI t ∈ [0, 1]. pO\TOMU FUNKCIQ g(t) IMEET KONE^NU@ PROIZWODNAQ
(m+1)–GO PORQDKA NA OTREZKE [0, 1], A ZNA^IT DLQ NEE SPRAWEDLIWO RAWENSTWO (2)
PRI t = 1. pOKAVEM, ^TO \TO RAWENSTWO MOVNO PREOBRAZOWATX W RAWENSTWO (3).
dEJSTWITELXNO,

g(1) = f(a+ 1 ·∆x) = f(a+ ∆x), g(0) = f(a).

dLQ WY^ISLENIQ PROIZWODNYH FUNKCII g(t) RASSMOTRIM EE KAK SLOVNU@ FUNK-
CI@ g(t) = f(x), x = a + t∆x. sOGLASNO SWOJSTWU INWARIANTNOSTI FORMY ZAPISI
DIFFERENCIALA PERWOGO PORQDKA,

dg(t) = df(x) =
( ∂

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂

∂xn

dxn

)
f(x) =

( ∂

∂x1

∆x1 + · · ·+ ∂

∂xn

∆xn

)
f(x)dt,

TAK KAK PRI FIKSIROWANNYH a I ∆x IMEEM dxi = d(ai + t∆xi) = ∆xidt, i = 1, . . . , n.
pOWTORQQ PROCESS DIFFERENCIROWANIQ, NAHODIM

dkg(t) = d
(
dk−1f(u)

)
=
( ∂

∂x1

∆x1 + · · ·+ ∂

∂xn

∆xn

)k

f(x)dtk.

iZ NAJDENNYH DIFFERENCIALOW FUNKCII g(t) PRI t = 0 (^TO RAWNOSILXNO x = a)
POLU^AEM

g(k)(0) = dkf(a)
∣∣∣
dxi=∆xi

, k = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

I PRI k = m+ 1 I t = θ ∈ (0, 1)

g(m+1)(θ) = dm+1f(a+ θ∆x)
∣∣∣
dxi=∆xi

, i = 1, . . . , n.

zAMENQQ W (2) t NA 1 I PROIZWODNYE FUNKCII g SOGLASNO POLU^ENNYM FORMULAM,
PRIHODIM K RAWENSTWU (3). .

kAK I W SLU^AE FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO, PRI a = 0 FORMULU tEJLORA
(3) ^ASTO NAZYWA@T FORMULOJ mAKLORENA. ~ISLO m, OPREDELQ@]EE KOLI^E-
STWO SLAGAEMYH W FORMULE tEJLORA, NAZYWA@T PORQDKOM FORMULY tEJLORA.
pOSLEDNEE SLAGAEMOE W FORMULE tEJLORA (3) NAZYWA@T OSTATO^NYM ^LENOM W
FORME lAGRANVA. oSTATO^NYJ ^LEN MOVNO TAKVE ZAPISATX W WIDE o(|∆x|m),
I TOGDA EGO NAZYWA@T OSTATO^NYM ^LENOM W FORME pEANO. tAKIM OBRAZOM,
FORMULA tEJLORA S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME pEANO IMEET WID

f(x+ ∆x) = f(x) +
m∑

k=1

dkf(x)

k!
+ o(|∆x|m), dx = ∆x. (4)

pRIMER 2. zAPI[EM FORMULU (3) DLQ FUNKCII DWUH PEREMENNYH f(x, y) W
SLU^AE m = 2:

f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y +

+
1

2

(
f ′′x2(x, y)(∆x)2 + 2f ′′xy(x, y)∆x∆y + f ′′y2(x, y)(∆y)2

)
+

1

3!
d3f(x+ θ∆x, y + θ∆y).
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fORMULA tEJLORA (4) S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME pEANO SPRAWEDLIWA PRI BO-
LEE SLABYH PREDPOLOVENIQH O FUNKCII f , ^EM FORMULA tEJLORA (3) S OSTATO^NYM
^LENOM W FORME lAGRANVA: ONA SPRAWEDLIWA, ESLI FUNKCIQ f IMEET NEPRERYW-
NYE ^ASTNYE PROIZWODNYE DO PORQDKA m WKL@^ITELXNO W OKRESTNOSTI TO^KI x I
^ASTNYE PROIZWODNYE PORQDKA m+ 1 W OKRESTNOSTI TO^KI x, NEPRERYWNYE W SAMOJ
TO^KE x.

sLEDU@]IJ PRIMER DEMONSTRIRUET, ^TO FORMULA tEJLORA (3) S OSTATO^NYM
^LENOM W FORME lAGRANVA NE RASPROSTRANQETSQ NA SLU^AJ WEKTORNOJ FUNKCII.

pRIMER 3. dLQ FUNKCII ϕ(t) = (cos t; sin t; t)
T
, IME@]EJ NEPRERYWNYE PROIZ-

WODNYE L@BOGO PORQDKA, FORMULA tEJLORA NULEWOGO PORQDKA (m = 0 W FORMULE (3) )
NA OTREZKE [0, 2π] (a = 0, ∆x = 2π) DOLVNA IMETX WID

ϕ(2π) = ϕ(0) + dϕ(θ · 2π).

nO ϕ(2π) − ϕ(0) = (0; 0; 2π)
T
, W TO WREMQ KAK dϕ(t) = (− sin t; cos t; 1)

T
dt. lEGKO

PONQTX, ^TO W L@BOJ TO^KE t ∈ [0, 2π] HOTQ BY ODNA IZ PERWYH DWUH KOORDINAT
DIFFERENCIALA dϕ(t) NE OBRA]AETSQ W NULX. pO\TOMU NI W ODNOJ TO^KE t ∈ [0, 2π]
ZNA^ENIE dϕ(t) NE MOVET BYTX RAWNO ϕ(2π)− ϕ(0). .

pRI m = 1 FORMULA tEJLORA (4) S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME pEANO W OKREST-
NOSTI TO^KI a ∈ Rn IMEET WID

f(a+ ∆x) = f(a) + df(a) + o(|∆x|) = f(a) + f ′(a) dx+ o(|∆x|).

oTBRASYWAQ W \TOJ FORMULE OSTATO^NYJ ^LEN, POLU^AEM PRIBLIVENNOE PREDSTA-
WLENIE lf FUNKCII f W OKRESTNOSTI TO^KI a. eGO OBY^NO ZAPISYWA@T W WIDE

lf (x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

I NAZYWA@T LINEJNYM (ILI PERWYM) PRIBLIVENIEM FUNKCII f W TO^KE a.
lINEJNYE PRIBLIVENIQ FUNKCIJ [IROKO ISPOLXZU@T PRI IZU^ENII LOKALXNYH

SWOJSTW (T.E. W OKRESTNOSTI ZADANNOJ TO^KI) MATEMATI^ESKIH MODELEJ OB_EKTOW,
KOTORYE OPISYWA@TSQ SLOVNYMI FUNKCIONALXNYMI ZAWISIMOSTQMI.

fORMULA tEJLORA S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME lAGRANVA PORQDKA m = 0
IMEET WID

f(a+ ∆x) = f(a) + f ′(a+ θ∆x)∆x, 0 < θ < 1,

I IZWESTNA KAK FORMULA KONE^NYH PRIRA]ENIJ.
dIFFERENCIALY FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH I FORMULA tEJLORA DLQ FUNK-

CIJ MNOGIH PEREMENNYH MOGUT ISPOLXZOWATXSQ W PRIBLIVENNYH WY^ISLENIQH
PRIMERNO TAK VE, KAK I W SLU^AE DEJSTWITELXNYH FUNKCIJ ODNOGO DEJSTWITELX-
NOGO PEREMENNOGO. pRIMENENIE APPARATA FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH PREDPO^TI-
TELXNEE, KOGDA W WY^ISLQEMOM WYRAVENII ESTX NESKOLXKO WELI^IN, KOTORYE MOGUT
MENQTXSQ NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA. pOKAVEM \TO NA PRIMERE.

pRIMER 4. wY^ISLIM PRIBLIVENNOE ZNA^ENIE
√

12,012 + 4,982. |TO WYRAVE-
NIE MOVNO RASSMATRIWATX KAK ZNA^ENIE FUNKCII f(x, y) =

√
x2 + y2 W TO^KE S

KOORDINATAMI x = 12,01, y = 4,98. pOLAGAEM a = 12, b = 5, ∆x = 0,01, ∆y = −0,02.
tOGDA

f(x, y) = f(a+ ∆x, b+ ∆y) ≈ f(a, b) + f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y.
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w TO^KE (12; 5) ZNA^ENIE FUNKCII RAWNO
√

122 + 52 = 13. wY^ISLQEM ^ASTNYE PRO-
IZWODNYE FUNKCII:

f ′x(x, y) =
x√

x2 + y2
, f ′y(x, y) =

y√
x2 + y2

.

w REZULXTATE POLU^AEM
√

12,012 + 4,982 ≈ 13,0015.
pOLU^ENNOE ZNA^ENIE OTLI^AETSQ OT TO^NOGO LI[X W PQTOM ZNAKE POSLE ZAPQTOJ.

eSLI NEOBHODIMO OCENITX TO^NOSTX R POLU^ENNOGO PRIBLIVENIQ, MOVNO ISPOLX-
ZOWATX FORMULU tEJLORA S OSTATO^NYM ^LENOM W FORME lAGRANVA. w RASSMATRI-
WAEMOM SLU^AE

R =
1

2
d2f(a+ θ∆x, b+ θ∆y) =

y2(∆x)2 − 2xy∆x∆y + x2(∆y)2

2(x2 + y2)3/2
,

GDE x = a + θ∆x, y = b + θ∆y, 0 < θ < 1. iSPOLXZUQ NERAWENSTWA x 6 13, y 6 5
W ^ISLITELE DROBI I OCENIWAQ SNIZU ZNAMENATELX DROBI S POMO]X@ NERAWENSTWA√
x2 + y2 > 12, POLU^AEM

R <
25(∆x)2 + 130|∆x∆y|+ 169(∆y)2

2 · 123
=

961

2 · 123
· 10−4 < 0,3 · 10−4.

oTMETIM, ^TO ZNA^ENIE R, WY^ISLENNOE PRI x = 12, y = 5, KOTOROE, O^EWIDNO,
MOVNO RASSMATRIWATX KAK PRIBLIVENIE OSTATO^NOGO ^LENA W FORME lAGRANVA,
RAWNO 0,19 · 10−4. |TO BLIZKO K POLU^ENNOJ NAMI OCENKE SWERHU. .

10 nEQWNYE FUNKCII

sM. [kk~, §4.1, 4.2].

10.1 pOSTANOWKA ZADA^I

rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ
f1(x1, . . . , xn+m) = 0,

. . .
fm(x1, . . . , xn+m) = 0,

(1)

GDE FUNKCII f1(x), . . . , fm(x) OPREDELENY W NEKOTOROJ OBLASTI X ⊆ Rn+m. pRED-
POLOVIM, ^TO \TA SISTEMA RAZRE[IMA OTNOSITELXNO ^ASTI PEREMENNYH, NAPRIMER
xn+1, . . . , xn+m. rAZRE[IMOSTX SISTEMY W DANNOM SLU^AE SLEDUET PONIMATX KAK
SU]ESTWOWANIE TAKOJ WEKTORNOJ FUNKCII y = h(x), GDE x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
y = (xn+1, . . . , xn+m) ∈ Rm, ^TO

y = h(x) ⇔ f(x, y) = 0, f(x, y) =
(
f1(x, y), . . . , fm(x, y)

)
.

w \TOM SLU^AE O FUNKCII h(x) GOWORQT KAK O NEQWNOJ FUNKCII, ILI NEQWNO ZA-
DANNOJ FUNKCII. oTMETIM, ^TO TERMIN ”NEQWNAQ FUNKCIQ” OTNOSITSQ NE K WIDU
ILI STRUKTURE FUNKCII, A LI[X K SPOSOBU EE ZADANIQ. pEREMENNYE xn+1, . . . , xn+m
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NAZYWA@T ZAWISIMYMI, PEREMENNYE x1, . . . , xn — SWOBODNYMI (ILI NEZAWISI-
MYMI).

w MATEMATI^ESKOM ANALIZE WAVNU@ ROLX IGRA@T USLOWIQ, PRI WYPOLNENII KO-
TORYH SISTEMA URAWNENIJ WIDA (1) RAZRE[IMA OTNOSITELXNO ^ASTI PEREMENNYH.
oTMETIM, ^TO WESXMA NE PROSTO OPREDELITX, RAZRE[IMA LI SISTEMA W ZADANNOJ
OBLASTI. uSLOWIQ VE LOKALXNOJ RAZRE[IMOSTI SISTEMY (1), T.E. EE RAZRE[IMOSTI
W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI ZADANNOJ TO^KI, DOSTATO^NO PROSTY I SWQZANY W PERWU@
O^EREDX S DIFFERENCIALXNYMI SWOJSTWAMI FUNKCIJ f1, . . . , fm. rASSMOTRIM NE-
SKOLXKO PRIMEROW.

pRIMER 1. iZ URAWNENIQ x2 + y2 − 9 = 0 MOVNO WYRAZITX y ^EREZ x: y =
±
√

9− x2. pRI \TOM KAVDOMU ZNA^ENI@ x ∈ (−3, 3) SOOTWETSTWU@T DWA ZNA^ENIQ y.
mY POLU^AEM IZ URAWNENIQ DWE FUNKCII, OPREDELENNYE NA OTREZKE [−3, 3]: h1(x) =√

9− x2 I h2(x) = −
√

9− x2.

pRIMER 2. uRAWNENIE x2 + y2 + 1 = 0 NE IMEET RE[ENIJ I POTOMU NE ZADAET
NI ODNO IZ PEREMENNYH KAK FUNKCI@ OT DRUGOGO.

pRIMER 3. zADAET LI URAWNENIE ey + y − x + lnx = 0 PEREMENNOE y KAK FUNK-
CI@ PEREMENNOGO x ILI PEREMENNOE x KAK FUNKCI@ PEREMENNOGO y? oTWETITX NA
\TOT WOPROS SLOVNO, TAK KAK NE QSNO, KAKIM OBRAZOM ODNO IZ PEREMENNYH MOVNO
WYRAZITX ^EREZ DRUGOE, PREOBRAZUQ \TO URAWNENIE. .

zADA^A 1. dAJTE GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ USLOWIJ SU]ESTWOWANIQ NE-
QWNOJ FUNKCII.

10.2 sLU^AJ URAWNENIQ S DWUMQ NEIZWESTNYMI

iZU^ENIE WOPROSA NA^NEM S ^ASTNOGO SLU^AQ, KOGDA n = m = 1, T.E. PEREMENNYE
x I y QWLQ@TSQ SKALQRNYMI. pUSTX z = f(x, y) — FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH.
uRAWNENIE f(x, y) = 0 BUDEM NAZYWATX URAWNENIEM S DWUMQ NEIZWESTNYMI.
oSTANOWIMSQ NA WOPROSE O TOM, PRI KAKIH USLOWIQH \TO URAWNENIE OPREDELQET PE-
REMENNOE y KAK NEQWNU@ FUNKCI@ PEREMENNOGO x.

tEOREMA 1 (O NEQWNOJ FUNKCII). pUSTX URAWNENIE f(x, y) = 0, x, y ∈ R, W
TO^KE (a, b) I W EE OKRESTNOSTI U UDOWLETWORQET SLEDU@]IM TREM USLOWIQM:

A) f(a, b) = 0;
B) f ∈ C1(U);
W) f ′y(a, b) 6= 0.

tOGDA TO^KA (a, b) IMEET OKRESTNOSTX WIDA

P = {|x− a| < δx, |y − b| < δy},

W KOTOROJ URAWNENIE f(x, y) = 0 RAZRE[IMO OTNOSITELXNO y, T.E.

∃h ∈ C1(T ), T = (a− δx, a+ δx) : ∀(x, y) ∈ P
(
f(x, y) = 0 ⇔ y = h(x)

)
.

pRI \TOM

h′(x) = −f
′
x(x, y)

f ′y(x, y)

∣∣∣∣
y=h(x)

. (2)
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dOK–WO. bUDEM DLQ OPREDELENNOSTI S^ITATX, ^TO f ′y(a, b) > 0, TAK KAK W PRO-
TIWNOM SLU^AE WMESTO FUNKCII f(x, y) MOVNO RASSMOTRETX FUNKCI@ −f(x, y). w
SILU NEPRERYWNOSTI ^ASTNYH PROIZWODNYH SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO ∆ > 0, ^TO
PRI |x− a| 6 ∆ I |y − b| 6 ∆ TO^KA (x, y) POPADET W U I BUDET WERNO NERAWENSTWO
f ′y(x, y) > 0. tOGDA PRI FIKSIROWANNOM x ∈ [a−∆, a+ ∆] FUNKCIQ gx(y) = f(x, y)
ODNOGO PEREMENNOGO y OPREDELENA NA OTREZKE [b−∆, b+ ∆] I NA \TOM OTREZKE WOZ-
RASTAET, TAK KAK IMEET POLOVITELXNU@ PROIZWODNU@. pRI \TOM DLQ x = a FUNK-
CIQ gx(y) OBRA]AETSQ W NULX W TO^KE b OTREZKA [b−∆, b+ ∆]. sLEDOWATELXNO,
f(a, b−∆) = ga(b−∆) < 0 I f(a, b+ ∆) = ga(b+ ∆) > 0. oTMETIM, ^TO FUNKCIQ
DWUH PEREMENNYH f(x, y) IMEET NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE W U . zNA^IT,
ONA DIFFERENCIRUEMA I NEPRERYWNA W U . pO\TOMU MOVNO UKAZATX TAKOE ^ISLO δ,
0 < δ 6 ∆, ^TO PRI |x− a| 6 δ BUDEM IMETX f(x, b−∆) < 0 I f(x, b+ ∆) > 0
(RIS. 3).

rIS. 3

wYBEREM PROIZWOLXNOE ZNA^ENIE x ∈ [a − δ, a + δ] I ZAFIKSIRUEM. fUNKCIQ
gx(y) = f(x, y) NA OTREZKE [b−∆, b+∆] NEPRERYWNA, WOZRASTAET, PRI^EM NA KONCAH
OTREZKA IMEET ZNA^ENIQ RAZNYH ZNAKOW. sLEDOWATELXNO, NA \TOM OTREZKE SU]E-
STWUET EDINSTWENNOE ZNA^ENIE y, PRI KOTOROM FUNKCIQ gx(y) PRINIMAET NULEWOE
ZNA^ENIE. iNA^E GOWORQ, PRI x ∈ [a − δ, a + δ] URAWNENIE f(x, y) = 0 NA OTREZ-
KE [b − ∆, b + ∆] IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE OTNOSITELXNO y, T.E. NA OTREZKE
x ∈ [a− δ, a+ δ ] OPREDELENA ODNOZNA^NYM OBRAZOM FUNKCIQ y = h(x), UDOWLETWORQ-
@]AQ SOOTNO[ENI@ f

(
x, h(x)

)
≡ 0. tEM SAMYM DOKAZANA RAZRE[IMOSTX URAWNENIQ

f(x, y) = 0 OTNOSITELXNO y W NEKOTOROM PRQMOUGOLXNIKE P . w KA^ESTWE δx I δy
SLEDUET WZQTX SOOTWETSTWENNO δ I ∆.

oTMETIM, ^TO FUNKCIQ y = h(x) NEPRERYWNA W TO^KE a, W KOTOROJ ZNA^ENIE
FUNKCII RAWNO b, T.E. h(a) = b. dEJSTWITELXNO, PRIWEDENNYE WY[E RASSUVDENIQ
WERNY PRI L@BOM SKOLX UGODNO MALOM ZNA^ENII∆ > 0. |TO NA SAMOM DELE OZNA^AET,
^TO DLQ L@BOGO ^ISLA ∆ > 0 SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO PRI |x − a| 6 δ
URAWNENIE f(x, y) = 0 RAZRE[IMO OTNOSITELXNO y, PRI^EM ZNA^ENIE y POPADAET W
OTREZOK [−∆, ∆]. nO UMENX[ENIE ∆ PRIWEDET NE K IZMENENI@ FUNKCII h(x) (W
WIDU EE EDINSTWENNOSTI), A LI[X K SUVENI@ EE OBLASTI OPREDELENIQ. zNA^IT, PRI
|x − a| 6 δ WERNO NERAWENSTWO |h(x) − b| = |y − b| 6 ∆. a \TO I ESTX USLOWIE
NEPRERYWNOSTI FUNKCII y = h(x) W TO^KE a.

w KA^ESTWE TO^KI (a, b) MOVNO WZQTX L@BU@ TO^KU W PRQMOUGOLXNIKE P NA GRA-
FIKE FUNKCII y = h(x) (USLOWIE TEOREMY WYPOLNQETSQ W L@BOJ TAKOJ TO^KE) I
POWTORITX WSE RASSUVDENIQ. mY POLU^IM, ^TO FUNKCIQ y = h(x) NEPRERYWNA W
L@BOJ TO^KE x INTERWALA (a− δx, a+ δx).

wYBEREM W PRQMOUGOLXNIKE P PROIZWOLXNU@ TO^KU (x, y), DLQ KOTOROJ y = h(x),
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ILI, PO-DRUGOMU, f(x, y) = 0. oBOZNA^IM ∆x = x− a, ∆y = y − b. tOGDA

∆y = y − b = h(x)− h(a) = h(a+ ∆x)− h(a).

fUNKCIQ f(x, y) IMEET NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE W P . pO\TOMU K NEJ
MOVNO PRIMENITX TEOREMU tEJLORA PRI m = 0. w REZULXTATE POLU^AEM

0 = f(x, y)−f(a, b) = f ′x(a+θ∆x, b+θ∆y)∆x+f ′y(a+θ∆x, b+θ∆y)∆y, θ ∈ (0, 1),

OTKUDA, U^ITYWAQ, ^TO f ′y 6= 0 W PRQMOUGOLXNIKE P , NAHODIM

∆y = −f
′
x(x̃, ỹ)

f ′y(x̃, ỹ)
∆x, (3)

GDE x̃ = a+ θ∆x, ỹ = b+ θ∆y.
eSLI x USTREMITX K ZNA^ENI@ a (x → a), TO W SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCII

y = h(x) BUDEM IMETX y → b, OTKUDA ZAKL@^AEM, ^TO TO^KA (x, y) NA PLOSKOSTI
BUDET STREMITXSQ K TO^KE (a, b). nO TOGDA ∆x→ 0, ∆y → 0 I (x̃, ỹ) → (a, b). w SILU
NEPRERYWNOSTI ^ASTNYH PROIZWODNYH FUNKCII f(x, y) OTNO[ENIE f ′x(x̃, ỹ)/f ′y(x̃, ỹ)
MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

−f
′
x(x̃, ỹ)

f ′y(x̃, ỹ)
= −f

′
x(a, b)

f ′y(a, b)
+ α(∆x),

GDE α(∆x) — BESKONE^NO MALAQ FUNKCIQ PRI ∆x→ 0. u^TEM \TO PREDSTAWLENIE W
RAWENSTWE (3):

h(a+ ∆x)− h(a) = ∆y = −f
′
x(a, b)

f ′y(a, b)
∆x+ α(∆x) ∆x.

pOLU^ENNOE SOOTNO[ENIE PO OPREDELENI@ OZNA^AET, ^TO FUNKCIQ ODNOGO PEREMEN-
NOGO y = h(x) DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a. pRI \TOM

h′(a) = −f
′
x(a, b)

f ′y(a, b)
.

qSNO, ^TO WMESTO TO^KI (a, b) MOVNO WZQTX L@BU@ TO^KU W PRQMOUGOLXNIKE P ,
LEVA]U@ NA GRAFIKE FUNKCII y = h(x), I POWTORITX RASSUVDENIQ. mY PRIHODIM
K WYWODU, ^TO FUNKCIQ y = h(x) DIFFERENCIRUEMA W INTERWALE (a − δx, a + δx),
A EE PROIZWODNAQ MOVET BYTX WY^ISLENA PO FORMULE (2). nAKONEC, OTMETIM, ^TO
PRAWAQ ^ASTX FORMULY (2) PREDSTAWLQET SOBOJ KOMPOZICI@ NEPRERYWNYH FUNKCIJ:
OTNO[ENIE ^ASTNYH PROIZWODNYH ESTX NEPRERYWNAQ FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH KAK
OTNO[ENIE NEPRERYWNYH FUNKCIJ (PRI \TOM f ′y(x, y) 6= 0 W PRQMOUGOLXNIKE P ), A
PEREMENNOE y ESTX NEPRERYWNAQ FUNKCIQ y = h(x) PEREMENNOGO x. sLEDOWATELXNO,
FUNKCIQ h′(x) NEPRERYWNA W INTERWALE (a− δx, a+ δx). .

oTMETIM, ^TO PRQMOUGOLXNIK P , POSTROENNYJ W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 1, WY-
BRAN TAK, ^TO GRAFIK FUNKCII y = h(x) RASPOLOVEN WNUTRI \TOGO PRQMOUGOLXNIKA
I SOEDINQET DWE TO^KI NA PROTIWOPOLOVNYH WERTIKALXNYH STORONAH PRQMOUGOLX-
NIKA.
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pRIMER 4. uRAWNENIE f(x, y) = x2 + y2 − 9 = 0 IZ PRIMERA 1 ZADAET OKRUV-
NOSTX RADIUSA 3. uSLOWIQ TEOREMY 1 WYPOLNENY WO WSEH TO^KAH OKRUVNOSTI, KROME
TO^EK (3, 0) I (−3, 0), W KOTORYH f ′y = 0. dLQ L@BOJ TO^KI (a, b) OKRUVNOSTI W WERH-
NEJ POLUPLOSKOSTI SU]ESTWUET PRQMOUGOLXNIK P , W KOTOROM URAWNENIE RAZRE[IMO
OTNOSITELXNO y: y =

√
9−x2 (RIS. 4).

rIS. 4
w KA^ESTWE TAKOGO PRQMOUGOLXNIKA PODHODIT L@BOJ PRQMOUGOLXNIK W WERHNEJ

POLUPLOSKOSTI SO STORONAMI, PARALLELXNYMI OSQM KOORDINAT, CENTROM W TO^-
KE (a, b), TAKOJ, ^TO OKRUVNOSTX PERESEKAETSQ S EGO BOKOWYMI STORONAMI. dLQ
TO^EK OKRUVNOSTI W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI W SOOTWETSTWU@]EM PRQMOUGOLXNIKE
y = −

√
9−x2. w OKRESTNOSTI TO^EK (3, 0) I (−3, 0) URAWNENIE NERAZRE[IMO OTNO-

SITELXNO y. nAPRIMER, WOZXMEM TO^KU (3, 0). tOGDA PRI L@BOM x > 3 URAWNENIE NE
IMEET RE[ENIJ, A PRI x < 3 ONO IMEET DWA RE[ENIQ, T.E. W OKRESTNOSTI \TOJ TO^KI
URAWNENIE NE OPREDELQET y KAK FUNKCI@ x. oTMETIM, ^TO W \TIH OSOBYH TO^KAH
KASATELXNYE K OKRUVNOSTI WERTIKALXNY.

pRIMER 5. fUNKCIQ f(x, y) = ey + y − x + lnx IZ PRIMERA 3 UDOWLETWORQET
USLOWI@ f ′y(x, y) = ey + 1 > 0 WS@DU W SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ: x > 0. zNA^IT,
ESLI \TO URAWNENIE IMEET HOTQ BY ODNO RE[ENIE (a, b), TO W OKRESTNOSTI \TOGO RE-
[ENIQ URAWNENIE RAZRE[IMO OTNOSITELXNO PEREMENNOGO y I ZADAET y KAK FUNKCI@
PEREMENNOGO x.

10.3 oB]IJ SLU^AJ

tEOREMU 1 NESLOVNO OBOB]ITX NA SLU^AJ ODNOGO URAWNENIQ S n+ 1 NEIZWESTNYMI.

tEOREMA 2 (O NEQWNOJ FUNKCII). pUSTX W OKRESTNOSTI V TO^KI (a, b), a ∈ Rn,
b ∈ R, ZADANA SKALQRNAQ FUNKCIQ f(x, y) OT n + 1 PEREMENNOGO (x ∈ Rn, y ∈ R),
UDOWLETWORQ@]AQ USLOWIQM:

A) f(a, b) = 0;
B) f ∈ C1(V );
W) f ′y(a, b) 6= 0.

tOGDA TO^KA (a, b) IMEET OKRESTNOSTX WIDA

P = {(x, y) ∈ Rn+1 : x ∈ Uδx(a), |y − b| < δy},

W KOTOROJ URAWNENIE f(x, y) = 0 RAZRE[IMO OTNOSITELXNO y, T.E.

∃h ∈ C1
(
Uδx(a)

)
: ∀(x, y) ∈ P

(
f(x, y) = 0 ⇔ y = h(x)

)
.
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pRI \TOM
∂h(x)

∂xi

= −
f ′xi

(
x, h(x)

)
f ′y
(
x, h(x)

) , i = 1, . . . , n.

dOK–WO POWTORQET DOK–WO TEOREMY 1, NO WMESTO ^ASTNOJ PROIZWODNOJ PO PERE-
MENNOMU x ISPOLXZUETSQ MATRICA qKOBI FUNKCII f PO ^ASTI PEREMENNYH x. .

oPIRAQSX NA BOLEE OB]IJ WARIANT TEOREMY 1, MOVNO DOKAZATX TEOREMU O NEQW-
NOJ FUNKCII DLQ SISTEMY URAWNENIJ, ISPOLXZUQ METOD MATEMATI^ESKOJ INDUKCII.

pUSTX f : Rm+n → Rm — WEKTORNAQ FUNKCIQ m + n PEREMENNYH. zAPI[EM
\TU FUNKCI@ W WIDE f(x, y), GDE x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn OBOZNA^AET GRUPPU IZ n
SWOBODNYH PEREMENNYH, A y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm — GRUPPU IZ m ZAWISIMYH PERE-
MENNYH. tOGDA DLQ FUNKCII f(x, y) =

(
f1(x, y), . . . , fm(x, y)

)T
WEKTORNOE URAWNENIE

f(x, y) = 0 RAWNOSILXNO SISTEME (1). pOSTAWIM WOPROS: PRI KAKIH USLOWIQH \TA
SISTEMA RAZRE[IMA OTNOSITELXNO PEREMENNYH y1, . . . , ym W OKRESTNOSTI DANNOJ

TO^KI (a, b) ∈ Rn+m? w FORMULIROWKE I DOKAZATELXSTWE ^EREZ f ′x(x, y) =
∂f(x, y)

∂x

I f ′y(x, y) =
∂f(x, y)

∂y
BUDEM OBOZNA^ATX SOOTWETSTWENNO MATRICY qKOBI FUNKCII f

PO ^ASTI PEREMENNYH x I PO ^ASTI PEREMENNYH y, T.E.

f ′x(x, y) =


∂f1(x,y)

∂x1

∂f1(x,y)
∂x2

. . . ∂f1(x,y)
∂xn

∂f2(x,y)
∂x1

∂f2(x,y)
∂x2

. . . ∂f2(x,y)
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂fm(x,y)

∂x1

∂fm(x,y)
∂x2

. . . ∂fm(x,y)
∂xn


I

f ′y(x, y) =


∂f1(x,y)

∂y1

∂f1(x,y)
∂y2

. . . ∂f1(x,y)
∂ym

∂f2(x,y)
∂y1

∂f2(x,y)
∂y2

. . . ∂f2(x,y)
∂ym

. . . . . . . . . . . .
∂fm(x,y)

∂y1

∂fm(x,y)
∂y2

. . . ∂fm(x,y)
∂ym

 .

oTMETIM, ^TO MATRICA f ′y(x, y) QWLQETSQ KWADRATNOJ PORQDKA m, A MATRICA qKOBI
f ′(x, y) PO WSEJ SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH MOVET BYTX ZAPISANA KAK BLO^NAQ MA-
TRICA

(
f ′x(x, y), f

′
y(x, y)

)
. oTMETIM TAKVE, ^TO OPREDELITELX KWADRATNOJ MATRICY

qKOBI (PO ^ASTI PEREMENNYH ILI PO WSEM PEREMENNYM — NEWAVNO) NAZYWA@T QKO-
BIANOM.

tEOREMA 3 (O NEQWNOJ FUNKCII). pUSTX W OKRESTNOSTI V ⊆ Rn+m TO^KI
(a, b), a ∈ Rn, b ∈ Rm, ZADANA FUNKCIQ f : Rn+m → Rm, UDOWLETWORQ@]AQ USLOWIQM:

A) f(a, b) = 0;
B) f ∈ C1(V,Rm);
W) det f ′y(a, b) 6= 0.

tOGDA TO^KA (a, b) IMEET OKRESTNOSTX WIDA

P = {(x, y) ∈ Rn+m : x ∈ Uδx(a), y ∈ Uδy(b)},
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W KOTOROJ URAWNENIE f(x, y) = 0 RAZRE[IMO OTNOSITELXNO y, T.E.

∃h ∈ C1
(
Uδx(a),Rm

)
: ∀(x, y) ∈ P

(
f(x, y) = 0 ⇔ y = h(x)

)
.

pRI \TOM
h′(x) = −

(
f ′y
(
x, h(x)

))−1

f ′x
(
x, h(x)

)
. (4)

dOKAZATELXSTWO TEOREMY PROWEDEM INDUKCIEJ PO KOLI^ESTWU URAWNENIJ SI-
STEMY, T.E. PO PARAMETRU m. pRI m = 1 MY IMEEM ODNO URAWNENIE S n + 1 NEIZ-
WESTNYMI I UTWERVDENIE TEOREMY SWODITSQ K UTWERVDENI@ TEOREMY 2.

pREDPOLOVIM, ^TO UTWERVDENIE TEOREMY WERNO DLQ SLU^AQ m − 1 URAWNENIJ,
I RASSMOTRIM SISTEMU f(x, y) = 0 S m URAWNENIQMI, KOTORAQ UDOWLETWORQET USLO-
WIQM TEOREMY. w TO^KE (a, b) MATRICA qKOBI f ′y(x, y) QWLQETSQ NEWYROVDENNOJ.
sLEDOWATELXNO, POSLEDNQQ STROKA \TOJ MATRICY, SOSTOQ]AQ IZ ^ASTNYH PROIZWOD-

NYH
∂fm

∂yj

(a, b), j = 1, . . . ,m, IMEET HOTQ BY ODIN NENULEWOJ \LEMENT. pERENUME-

RUEM PEREMENNYE y1, . . . , ym TAK, ^TOBY \TO BYL POSLEDNIJ \LEMENT STROKI, T.E.
∂fm

∂ym

(a, b) 6= 0. tOGDA URAWNENIE fm(x, ỹ, ym) = 0, GDE ỹ = (y1, . . . , ym−1), W NEKOTO-

ROJ OKRESTNOSTI U∗(a, b) TO^KI (a, b) WIDA

U∗(a, b) =
{
(x, ỹ, ym) ∈ Rn+m : |x− a| < δ1, |ỹ − b̃| < δ2, |ym − bm| < δ3

}
,

GDE b = (b̃, bm) = (b1, . . . , bm−1, bm), SOGLASNO TEOREME 2, RAZRE[IMO OTNOSITELX-
NO PEREMENNOGO ym, T.E. W OKRESTNOSTI TO^KI (a, b̃) SU]ESTWUET TAKAQ NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ ψ(x, ỹ), ^TO

f(x, y) = 0 ⇔
{
f̃(x, ỹ, ym) = 0
ym = ψ(x, ỹ)

⇔
{
f̃
(
x, ỹ, ψ(x, ỹ)

)
= 0

ym = ψ(x, ỹ)
.

dLQ SISTEMY URAWNENIJ g(x, ỹ) = f̃
(
x, ỹ, ψ(x, ỹ)

)
= 0 WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ TEO-

REMY. dEJSTWITELXNO, ISPOLXZUQ PRAWILO DIFFERENCIROWANIQ SLOVNOJ FUNKCII,
IZ OPREDELENIQ g I TOVDESTWA fm

(
x, ỹ, ψ(x, ỹ)

)
= 0 WYWODIM RAWENSTWA

∂g

∂ỹ
=
∂f̃

∂ỹ
+

∂f̃

∂ym

∂ψ

∂ỹ
, 0 =

∂fm

∂ỹ
+
∂fm

∂ym

∂ψ

∂ỹ
,

KOTORYE MOVNO ZAPISATX W WIDE MATRI^NOGO RAWENSTWA(
g′ỹ
0

)
= f ′y

(
E
ψ′ỹ

)
.

tAK KAK EDINI^NAQ MATRICA E NEWYROVDENA, A MATRICA f ′y(a, b) NEWYROVDENA PO
USLOWI@ TEOREMY, TO RANG MATRICY, STOQ]EJ SPRAWA, MAKSIMALEN I RAWEN KOLI-
^ESTWU STROK. pO\TOMU RANG MATRICY, STOQ]EJ SLEWA, TAKVE RAWEN KOLI^ESTWU
STROK, T.E. det g′ỹ(a, b̃) 6= 0.

sOGLASNO PREDPOLOVENI@ MATEMATI^ESKOJ INDUKCII, SISTEMA g(x, ỹ) = 0 RAZ-
RE[IMA OTNOSITELXNO PEREMENNYH ỹ W OKRESTNOSTI TO^KI (a, b̃) I MOVET BYTX PRED-
STAWLENA W WIDE ỹ = ψ̃(x). nO TOGDA SISTEMA

ỹ = ψ̃(x), ym = ψ
(
x, ψ̃(x)

)
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\KWIWALENTNA SISTEME f(x, y) = 0. fUNKCIQ h(x) =
(
ψ̃(x), ψ

(
x, ψ̃(x)

))T
NEPRE-

RYWNO DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI TO^KI a ∈ Rn KAK KOMPOZICIQ NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ ψ I ψ̃. pO\TOMU SLOVNAQ FUNKCIQ G(x) = f

(
x, h(x)

)
DIFFERENCIRUEMA W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI a. sOGLASNO PRAWILU DIFFEREN-
CIROWANIQ SLOVNOJ FUNKCII,

G′(x) =
(
f ′x(x, y) + f ′y(x, y)h

′(x)
)∣∣∣

y=h(x)
.

nO W TO VE WREMQ W SILU WYBORA FUNKCII h(x) IMEEM G(x) ≡ 0 W NEKOTOROJ OKREST-
NOSTI TO^KI a. zNA^IT,

f ′x
(
x, h(x)

)
+ f ′y

(
x, h(x)

)
h′(x) = 0

W \TOJ OKRESTNOSTI TO^KI a. oTMETIM, ^TO MATRICA qKOBI f ′y(a, b) NEWYROVDENNAQ.
pO\TOMU MATRICA f ′y(x, y) QWLQETSQ NEWYROVDENNOJ W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI

U(a, b) = {(x, y) : |x− a| < ε1, |y − b| < ε2}

TO^KI (a, b). ~ISLO ε1 MOVNO WZQTX NASTOLXKO MALYM, ^TO PRI |x − a| < ε1 BUDET
WYPOLNQTXSQ SOOTNO[ENIE |h(x)− b| < ε2. w \TOM SLU^AE MATRICA f ′y

(
x, h(x)

)
PRI

|x− a| < ε1 QWLQETSQ NEWYROVDENNOJ, I MY PRIHODIM K FORMULE (4). .

tEOREMY 1–3 SODERVAT TRI USLOWIQ, KOTORYE QWLQ@TSQ DOSTATO^NYMI DLQ LO-
KALXNOGO SU]ESTWOWANIQ NEQWNOJ FUNKCII I EE DIFFERENCIRUEMOSTI. w SLU^AE
NARU[ENIQ HOTQ BY ODNOGO IZ \TIH USLOWIJ PRIMENENIE UKAZANNYH TEOREM NEWOZ-
MOVNO I SLEDUET ISKATX DRUGIE PODHODY K WYQWLENI@ RAZRE[IMOSTI SISTEMY NE-
LINEJNYH URAWNENIJ. pOKAVEM NA PRIMERAH, ^TO PRI NARU[ENII USLOWIJ TEOREMY
O NEQWNOJ FUNKCII EE UTWERVDENIE W ODNIH SLU^AQH WERNO, A W DRUGIH NET.

pRIMER 6. uRAWNENIE y2− x3 = 0 (RIS. 5) W OKRESTNOSTI TO^KI (0, 0) NE RAZRE-
[IMO OTNOSITELXNO PEREMENNOGO y, TAK KAK L@BOMU ZNA^ENI@ x > 0 SOOTWETSTWU@T
DWA PROTIWOPOLOVNYH PO ZNAKU ZNA^ENIQ y, W TO WREMQ KAK PRI x < 0 URAWNENIE
WOOB]E NE IMEET RE[ENIJ. tEOREMA 1 NE PRIMENIMA, TAK KAK NARU[ENO TRETXE
USLOWIE TEOREMY. oTMETIM, ^TO W DRUGIH TO^KAH W R2, UDOWLETWORQ@]IH URAWNE-
NI@ y2/3 − x = 0 (ILI y2 − x3 = 0), USLOWIQ TEOREMY 1 WYPOLNENY, A URAWNENIE
W OBLASTI x > 0 ZADAET NEQWNU@ FUNKCI@ y = x3/2 DLQ TO^EK WY[E OSI ABSCISS I
y = −x3/2 DLQ TO^EK NIVE OSI ABSCISS.

rIS. 5

pRIMER 7. uRAWNENI@ (y − x)2 = 0 SOOTWETSTWUET FUNKCIQ f(x, y) = (y − x)2,
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ WS@DU W R2. w TO^KE (0, 0) WYPOLNENY PERWOE I WTO-
ROE USLOWIQ TEOREMY 1, ODNAKO TRETXE USLOWIE NARU[ENO, TAK KAK f ′y(x, y) = 2(y−x)
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I f ′y(0, 0) = 0. tEM NE MENEE URAWNENIE RAZRE[IMO OTNOSITELXNO PEREMENNOGO y I
ZADAET FUNKCI@ y = x, OPREDELENNU@ I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMU@ WS@DU W R.
w DANNOM SLU^AE UTWERVDENIE TEOREMY (W ^ASTI SU]ESTWOWANIQ NEQWNOJ FUNKCII)
WERNO, HOTQ PRIMENENIE \TOJ TEOREMY NEWOZMOVNO IZ-ZA NARU[ENIQ EE USLOWIJ.

11 gEOMETRI^ESKIE PRILOVENIQ

sM. [kk~, §5.1–5.3].

11.1 pROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI@

pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH f OPREDELENA W NEKOTOROJ OKREST-
NOSTI TO^KI a ∈ Rn I ZADAN WEKTOR ~ν 6= ~0. oBOZNA^IM ^EREZ ~ν0 EDINI^NYJ WEKTOR,

IME@]IJ TO VE NAPRAWLENIE, ^TO I WEKTOR ~ν: ~ν0 =
~ν

|~ν|
. pROIZWODNOJ FUNKCII

f : A→ R W TO^KE a ∈ A ⊆ Rn PO NAPRAWLENI@ WEKTORA ~ν NAZYWA@T ^ISLO

∂f(a)

∂~ν
= lim

s→+0

f(a+ s~ν0)− f(a)

s
,

ESLI \TOT PREDEL SU]ESTWUET.
nEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ SLEDUET, ^TO

∃ ∂f(a)

∂xi

⇒ ∂f(a)

∂xi

=
∂f(a)

∂~ν
, GDE ~ν = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) .

tAKIM OBRAZOM, PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI@ BAZISNOGO WEKTORA SOWPADAET S SOOT-
WETSTWU@]EJ ^ASTNOJ PROIZWODNOJ. oDNAKO PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI@ OPREDE-
LQETSQ ODNOSTORONNIM PREDELOM, A ^ASTNAQ PROIZWODNAQ— DWUSTORONNIM. pO\TOMU
WOZMOVNA SITUACIQ, KOGDA PROIZWODNAQ PO BAZISNOMU NAPRAWLENI@ SU]ESTWUET, A
SOOTWETSTWU@]AQ ^ASTNAQ PROIZWODNAQ — NET. pROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI@ WEK-
TORA OBOB]AET PONQTIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ PERWOGO PORQDKA, RASPROSTRANQQ \TO
PONQTIE NA SLU^AJ PROIZWOLXNOGO NAPRAWLENIQ W ZADANNOJ TO^KE.

iZ OPREDELENIQ SLEDUET MEHANI^ESKAQ INTERPRETACIQ PROIZWODNOJ PO

NAPRAWLENI@ WEKTORA:
∂f(a)

∂~ν
PREDSTAWLQET SOBOJ SKOROSTX IZMENENIQ ZNA^ENIJ

FUNKCII f W OKRESTNOSTI TO^KI a W NAPRAWLENII WEKTORA ~ν, A TAKVE GEOMETRI-

rIS. 6

^ESKAQ INTERPRETACIQ: PROIZWODNAQ FUNKCII DWUH PEREMENNYH f(x, y) W TO^KE
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(a, b) PO NAPRAWLENI@ WEKTORA ~ν RAWNA TANGENSU UGLA NAKLONA ODNOSTORONNEJ KA-
SATELXNOJ W TO^KE (a, b) K SE^ENI@ GRAFIKA FUNKCII PLOSKOSTX@, PARALLELXNOJ
WEKTORU ~ν I OSI Oz (RIS. 6).

tEOREMA 1. eSLI SKALQRNAQ FUNKCIQ f OPREDELENA W OKRESTNOSTI TO^KI a ∈
Rn I DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a, TO W \TOJ TO^KE ONA IMEET PROIZWODNU@ PO
NAPRAWLENI@ L@BOGO NENULEWOGO WEKTORA ~ν, PRI^EM

∂f(a)

∂~ν
=

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi

νi, GDE (ν1, . . . , νn) =
~ν

|~ν|
= ~ν0.

dOK–WO. rASSMOTRIM FUNKCI@ g(s) = f(a + s~ν0) ODNOGO DEJSTWITELXNOGO PE-
REMENNOGO s. pOSKOLXKU FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH f(x) DIFFERENCIRUEMA W
TO^KE a = (a1, . . . , an), TO SLOVNAQ FUNKCIQ g(s) = f

(
x(s)

)
, GDE x(s) = a + s~ν0,

DIFFERENCIRUEMA W TO^KE s = 0 I

dg(0)

ds
=
df(a1 + sν1, . . . , an + sνn)

ds

∣∣∣∣
s=0

=
n∑

i=1

∂f(a)

∂xi

νi.

w TO VE WREMQ, SOGLASNO OPREDELENI@ PROIZWODNOJ FUNKCII, IMEEM

dg(0)

ds
= lim

s→0

g(s)− g(0)

s
= lim

s→0

f(a+ s~ν0)− f(a)

s
.

iZ SU]ESTWOWANIQ POSLEDNEGO PREDELA WYTEKAET I SU]ESTWOWANIE RAWNOGO EMU OD-
NOSTORONNEGO PREDELA PRI s→ +0. pO\TOMU

dg(0)

ds
= lim

s→+0

f(a+ s~ν0)− f(a)

s
=
∂f(a)

∂~ν
.

pRIRAWNIWAQ PRAWYE ^ASTI POLU^ENNYH RAWENSTW, POLU^AEM UTWERVDENIE TEORE-
MY. .

zADA^A 1. pRIWEDITE PRIMER FUNKCII f , KOTORAQ NEDIFFERENCIRUEMA W TO^KE

a, NO ∀~ν 6= ~0 ∃∂f(a)

∂~ν
.

11.2 gRADIENT

pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH f W TO^KE a ∈ Rn IMEET WSE ^ASTNYE
PROIZWODNYE PERWOGO PORQDKA. wEKTOR

grad f(a) =
(
f ′x1

(a), . . . , f ′xn
(a)
)
,

SOSTAWLENNYJ IZ ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA FUNKCII f W TO^KE a, NA-
ZYWA@T GRADIENTOM FUNKCII f W TO^KE a.
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tEOREMA 2 (cWOJSTWA GRADIENTA). eSLI SKALQRNAQ FUNKCIQ f OPREDELENA W
OKRESTNOSTI TO^KI a ∈ Rn I DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a, TO

A)
∂f(a)

∂~ν
= (grad f(a), ~ν0);

B)
∂f(a)

∂~ν
= PR~ν grad f(a) — PROEKCIQ WEKT. grad f(a) NA NAPRAW. WEKTORA ~ν;

W) WEKTOR grad f(a) — NAPRAWLENIE NAIBOLX[EGO ROSTA F. f W T. a;

G)
∂f(a)

∂
(
grad f(a)

) = | grad f(a)| — NAIBOLX[AQ SKOROSTX ROSTA FUNKCII W T. a.

dOK–WO. uTW. A) SLEDUET IZ TEOREMY 1, B) — IZ OPREDELENIQ ORTOGONALXNOJ
PROEKCII WEKTORA ~y NA NAPRAWLENIE WEKTORA ~x: (~x, ~y) = |~x| PR~x~y.

W, G): W SILU NERAWENSTWA kO[I—bUNQKOWSKOGO DLQ L@BOGO WEKTORA ~ν IMEEM

∂f(a)

∂~ν
= (grad f(a), ~ν0) 6 | grad f(a)| |~ν0| = | grad f(a)|.

GDE RAWENSTWO TOLXKO, KOGDA WEKTORY ~ν0 I grad f(a) ODNONAPRAWLENY. .

11.3 kASATELXNAQ PLOSKOSTX I NORMALX

rASSMOTRIM NEKOTORU@ POWERHNOSTX S W PROSTRANSTWE I TO^KU M ∈ S. pUSTX SU-
]ESTWUET TAKAQ PLOSKOSTX π, PROHODQ]AQ ^EREZ TO^KU M , KOTORAQ SODERVIT WSE
KASATELXNYE W TO^KEM KO WSEM WOZMOVNYM GLADKIM KRIWYM, LEVA]IM NA POWERH-
NOSTI S I PROHODQ]IM ^EREZ TO^KUM . tOGDA PLOSKOSTX π NAZYWA@T KASATELXNOJ
PLOSKOSTX@ K POWERHNOSTI S W TO^KE M (RIS. 7).

rIS. 7
pRQMU@ L, PROHODQ]U@ ^EREZ TO^KU M I PERPENDIKULQRNU@ PLOSKOSTI π, NA-

ZYWA@T NORMALX@ K POWERHNOSTI S W TO^KE m.

tEOREMA 3 (DOSTATO^NOE USLOWIE SU]ESTWOWANIQ KASATELXNOJ PLOSKO-
STI). pUSTX W PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDINAT Oxyz POWERHNOSTX S ZADANA URAW-
NENIEM F (x, y, z) = 0, FUNKCIQ F (x, y, z) DIFFERENCIRUEMA W TO^KE m, (a, b, c) —
KOORDINATY TO^KI M , GRADIENT FUNKCII F (x, y, z) W TO^KE M OTLI^EN OT NULQ:
gradF (a, b, c) 6= ~0. tOGDA KASATELXNAQ PLOSKOSTX K POWERHNOSTI S W TO^KE M SU]E-
STWUET I IMEET URAWNENIE

F ′
x(a, b, c)(x− a) + F ′

y(a, b, c)(y − b) + F ′
z(a, b, c)(z − c) = 0. (1)

nORMALX K POWERHNOSTI S W TO^KE m TAKVE SU]ESTWUET I IMEET URAWNENIE

x− a

F ′
x(a, b, c)

=
y − b

F ′
y(a, b, c)

=
z − c

F ′
z(a, b, c)

. (2)
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dOK–WO. rASSMOTRIM KRIWU@ γ, LEVA]U@ NA POWERHNOSTI S, PROHODQ]U@ ^EREZ
TO^KU M I IME@]U@ KASATELXNU@ W TO^KE M . tOGDA \TU KRIWU@ MOVNO ZADATX
TAKIMI PARAMETRI^ESKIMI URAWNENIQMI

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t),

^TO ZNA^ENIE PARAMETRA t0 SOOTWETSTWUET TO^KE M :

ϕ(t0) = a, ψ(t0) = b, χ(t0) = c,

A WEKTOR ~τ = (ϕ′(t0), ψ
′(t0), χ

′(t0)) QWLQETSQ NAPRAWLQ@]IM WEKTOROM KASATELXNOJ
K γ W TO^KE M . tAK KAK γ PRINADLEVIT POWERHNOSTI S, TO

F
(
ϕ(t), ψ(t), χ(t)

)
≡ 0, (3)

PRI^EM SLOVNAQ FUNKCIQ W LEWOJ ^ASTI TOVDESTWA DIFFERENCIRUEMA W TO^KE t0.
pO\TOMU, DIFFERENCIRUQ (3) W TO^KE t0 PO PRAWILU DIFFERENCIROWANIQ SLOVNOJ
FUNKCII, POLU^AEM

∂F (a, b, c)

∂x
ϕ′(t0) +

∂F (a, b, c)

∂y
ψ′(t0) +

∂F (a, b, c)

∂z
χ′(t0) = 0.

zAPISANNOE RAWENSTWO OZNA^AET, ^TO WEKTOR ~τ ORTOGONALEN WEKTORU gradF (a, b, c),
NE ZAWISQ]EMU OT WYBORA KRIWOJ γ.

iTAK, WSE KASATELXNYE W TO^KEM ∈ S K WSEWOZMOVNYM KRIWYM, LEVA]IM NA PO-
WERHNOSTI S I PROHODQ]IM ^EREZ TO^KU M , ORTOGONALXNY GRADIENTU gradF (a, b, c)
FUNKCII F (x, y, z). pOSTROIM PLOSKOSTX π, PROHODQ]U@ ^EREZ TO^KU M I IME-
@]U@ NORMALXNYJ WEKTOR gradF (a, b, c). tAK KAK KASATELXNYE K L@BOJ KRIWOJ,
LEVA]EJ NA POWERHNOSTI S, W TO^KE M PRINADLEVAT PLOSKOSTI π, PLOSKOSTX π
QWLQETSQ KASATELXNOJ K POWERHNOSTI S W TO^KE M .

zNAQ KOORDINATY a, b, c TO^KI M , ^EREZ KOTORU@ PROHODIT PLOSKOSTX π, I
KOORDINATY NORMALXNOGO WEKTORA gradF (a, b, c) \TOJ PLOSKOSTI, MOVEM ZAPISATX
OB]EE URAWNENIE (1) PLOSKOSTI π.

nORMALX W TO^KE M POWERHNOSTI S OPREDELQETSQ TOJ VE TO^KOJ M I TEM VE
WEKTOROM gradF (a, b, c), KOTORYJ QWLQETSQ NAPRAWLQ@]IM WEKTOROM \TOJ PRQMOJ.
eE KANONI^ESKOE URAWNENIE ESTX (2). .

iZ DOKAZANNOJ TEOREMY WYTEKAET E]E ODNO SWOJSTWO GRADIENTA FUNKCII.

sLEDSTWIE (SWOJSTWO GRADIENTA FUNKCII). w TO^KE M DIFFERENCIRUE-
MOSTI FUNKCII F (x, y, z) EE GRADIENT gradF (M) ORTOGONALEN POWERHNOSTI UROWNQ
F (x, y, z) = C, GDE C = F (M), PRI \TOM ORTOGONALXNOSTX K POWERHNOSTI PONIMA-
ETSQ KAK ORTOGONALXNOSTX K EE KASATELXNOJ PLOSKOSTI.

dOK–WO. tAK KAK GRADIENTY FUNKCIJ F (x, y, z)− C I F (x, y, z) SOWPADA@T, TO
WEKTOR gradF (M) QWLQETSQ NORMALXNYM WEKTOROM KASATELXNOJ PLOSKOSTI K PO-
WERHNOSTI F (x, y, z)− C = 0 W TO^KE M . .

pUSTX POWERHNOSTX S ZADANA URAWNENIEM z = f(x, y), GDE FUNKCIQ f(x, y) DIF-
FERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI TO^KI M(a, b). nAJDEM URAWNENIQ KASATELXNOJ PLOS-
KOSTI I NORMALI W TO^KE P (a, b, c), GDE c = f(a, b). pOLOVIM F (x, y, z) = f(x, y)−z.
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tOGDA USLOWIQ TEOREMY 3 BUDUT WYPOLNENY, I, SLEDOWATELXNO, W TO^KE P SU]ESTWU-
@T KASATELXNAQ PLOSKOSTX I NORMALX K POWERHNOSTI S. uRAWNENIQ KASATELXNOJ
PLOSKOSTI NAJDEM PO FORMULE (1). tAK KAK F ′

x(a, b, c) = f ′x(a, b), F
′
y(a, b, c) = f ′y(a, b),

F ′
z(a, b, c) = −1, TO URAWNENIE KASATELXNOJ PLOSKOSTI IMEET WID

f ′x(a, b)(x− a) + f ′y(a, b)(y − b)− (z − c) = 0. (4)

aNALOGI^NO PO FORMULE (2) NAHODIM KANONI^ESKIE URAWNENIQ NORMALI

x− a

f ′x(a, b)
=

y − b

f ′y(a, b)
=
z − c

−1
.

pONQTIE KASATELXNOJ PLOSKOSTI POZWOLQET DATX GEOMETRI^ESKU@ INTERPRE-
TACI@ DIFFERENCIALU FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH. pUSTX FUNKCIQ z =
f(x, y) DWUH PEREMENNYH DIFFERENCIRUEMA W TO^KE M (a, b). tOGDA EE DIFFEREN-
CIAL dz W \TOJ TO^KE RAWEN

dz = f ′x(a, b) dx+ f ′y(a, b) dy. (5)

w TO VE WREMQ URAWNENIE z = f(x, y), RASSMATRIWAEMOE W PRQMOUGOLXNOJ SISTEME
KOORDINAT Oxyz, ZADAET POWERHNOSTX W PROSTRANSTWE, I \TA POWERHNOSTX W TO^KE(
a, b, f(a, b)

)
IMEET KASATELXNU@ PLOSKOSTX, URAWNENIE (4) KOTOROJ MOVNO ZAPISATX

W WIDE
z − c = f ′x(a, b)(x− a) + f ′y(a, b)(y − b).

oBOZNA^IW x− a = ∆x, y − b = ∆y, z − c = ∆z, PEREPI[EM \TO URAWNENIE W WIDE

∆z = f ′x(a, b) ∆x+ f ′y(a, b) ∆y. (6)

sRAWNIWAQ (5) I (6), ZAKL@^AEM, ^TO DIFFERENCIAL dz SOWPADAET S ∆z, TAK
KAK PRIRA]ENIQ ∆x I ∆y NEZAWISIMYH PEREMENNYH x I y W TO^KE M(a, b) W TO VE
SAMOE WREMQ QWLQ@TSQ DIFFERENCIALAMI \TIH PEREMENNYH. tAKIM OBRAZOM, POLU-
^AEM TAKU@ GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@: DIFFERENCIAL FUNKCII DWUH
PEREMENNYH ESTX PRIRA]ENIE W TO^KE M APPLIKATY TO^KI NA KASATELXNOJ PLOS-
KOSTI, SOOTWETSTWU@]EE PRIRA]ENIQM dx, dy NEZAWISIMYH PEREMENNYH (RIS. 8).

rIS. 8

12 |KSTREMUM FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH

sM. [kk~, §6.1–6.4].
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12.1 nEOBHODIMOE USLOWIE \KSTREMUMA

pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ f : Rn → R OPREDELENA W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI
a ∈ Rn. gOWORQT, ^TO FUNKCIQ f IMEET W TO^KE a LOKALXNYJ MAKSIMUM (MI-
NIMUM), ESLI SU]ESTWUET TAKAQ PROKOLOTAQ OKRESTNOSTX U̇ε(a) TO^KI a, ^TO DLQ
L@BOJ TO^KI x ∈ U̇ε(a) WYPOLNENO NERAWENSTWO f(x) 6 f(a), (f(x) > f(a)). pO-
NQTIQ LOKALXNOGO MINIMUMA I LOKALXNOGO MAKSIMUMA FUNKCII OB_EDINQ@T POD
OB]IM NAZWANIEM \KSTREMUM FUNKCII.

eSLI NERAWENSTWA W \TOM OPREDELENII QWLQ@TSQ STROGIMI, TO GOWORQT O STRO-
GOM \KSTREMUME FUNKCII.

tEOREMA 1 (NEOBHODIMOE USLOWIE \KSTREMUMA FUNKCII). pUSTX SKALQR-
NAQ FUNKCIQ f : Rn → R IMEET W TO^KE a ∈ Rn \KSTREMUM I ^ASTNU@ PROIZWODNU@
f ′xi

(a) = 0, (1 6 i 6 n). tOGDA \TA ^ASTNAQ PROIZWODNAQ RAWNA NUL@: f ′xi
(a) = 0.

dOK–WO. pUSTX a = (a1, . . . , an). rASSMOTRIM DEJSTWITELXNU@ FUNKCI@

g(t) = f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , an)

ODNOGO PEREMENNOGO t, KOTORAQ W TO^KE t = ai IMEET LOKALXNYJ \KSTREMUM. w
SAMOM DELE, PUSTX, NAPRIMER, f(x) IMEET W TO^KE a LOKALXNYJ MAKSIMUM. tOGDA
SU]ESTWUET TAKAQ PROKOLOTAQ OKRESTNOSTX U̇ε(a), ^TO f(x) 6 f(a) PRI x ∈ U̇ε(a).
nO W TAKOM SLU^AE g(t) 6 g(ai) PRI 0 < |t−ai| < ε, ^TO SOOTWETSTWUET OPREDELENI@
LOKALXNOGO MAKSIMUMA FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO.

fUNKCIQ g(t) DIFFERENCIRUEMA W TO^KE t = ai, TAK KAK g′(ai) = f ′xi
(a). sOGLASNO

NEOBHODIMOMU USLOWI@ LOKALXNOGO \KSTREMUMA DLQ FUNKCII ODNOGO PEREMENNOGO,
WYPOLNENO RAWENSTWO g′(ai) = 0. sLEDOWATELXNO, f ′xi

(a) = 0. .

sLEDSTWIE. pUSTX SKALQRNAQ FUNKCIQ f : Rn → R IMEET W TO^KE a ∈ Rn \KS-
TREMUM. tOGDA:
(1) ESLI W TO^KE a OPREDELEN GRADIENT FUNKCII f(x), TO grad f(a) = 0;
(2) ESLI FUNKCIQ DIFFERENCIRUEMA W TO^KE a, TO df(a) = 0.

tAKIM OBRAZOM, TO^KI \KSTREMUMA SKALQRNOJ FUNKCII f(x) NADO ISKATX LIBO
SREDI TO^EK, W KOTORYH grad f(x) = 0, LIBO SREDI TO^EK, W KOTORYH GRADIENT NE
OPREDELEN (NE SU]ESTWUET ODNA ILI NESKOLXKO ^ASTNYH PROIZWODNYH). tO^KI, W KO-
TORYH GRADIENT FUNKCII RAWEN NUL@ ILI NE OPREDELEN, NAZYWA@T KRITI^ESKIMI
TO^KAMI FUNKCII. sTACIONARNYMI TO^KAMI FUNKCII NAZYWA@T TO^KI, W
KOTORYH grad f(x) = 0. uKAVEM \KWIWALENTNYE USLOWIQ:

grad f(x) = 0 ⇐⇒ df(x) = 0 ⇐⇒ f ′xi
(x) = 0 i = 1, . . . , n.

pRIMER 1. pOKAVEM, ^TO U FUNKCII g(x, y) = x2 − y2 NET \KSTREMUMOW (W
\TOM, KSTATI, MOVNO UBEDITXSQ, IZOBRAZIW W PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDINAT W
PROSTRANSTWE GRAFIK \TOJ FUNKCII). fUNKCIQ g(x, y) DIFFERENCIRUEMA NA WSEJ
PLOSKOSTI. pO\TOMU EE TO^KI \KSTREMUMA MOGUT BYTX LI[X SREDI STACIONARNYH
TO^EK. wY^ISLIM ^ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII I ZAPI[EM SISTEMU URAWNENIJ,
PRIRAWNQW ^ASTNYE PROIZWODNYE NUL@:

g′x = 2x = 0, g′y = −2y = 0.
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|TA SISTEMA IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE x = 0, y = 0. zNA^IT, FUNKCIQ g(x, y)
MOVET IMETX \KSTREMUM LI[X W TO^KE (0, 0). oDNAKO PRI y = 0 FUNKCIQ ODNOGO
PEREMENNOGO g(x, 0) = x2 W TO^KE x = 0 IMEET STROGIJ LOKALXNYJ MINIMUM, TAK KAK
g(x, 0) = x2 > 0 = g(0, 0), x 6= 0, A PRI x = 0 FUNKCIQ ODNOGO PEREMENNOGO g(0, y)
PRI y = 0 IMEET STROGIJ LOKALXNYJ MAKSIMUM, TAK KAK g(0, y) = −y2 < 0 = g(0, 0),
y 6= 0. pO\TOMU TO^KA (0, 0) NE MOVET BYTX TO^KOJ \KSTREMUMA FUNKCII g(x, y). .

pRIMER 2. fUNKCIQ DWUH PEREMENNYH h(x, y) = |x| + y2 DIFFERENCIRUEMA WO
WSEH TO^KAH PLOSKOSTI xOy, KROME TO^EK OSI Oy. pRI \TOM h′x(x, y) = 1 PRI x > 0
I h′x(x, y) = −1 PRI x < 0. zNA^IT, TO^KI \KSTREMUMA MOGUT RASPOLAGATXSQ TOLXKO
NA OSI Oy, W TO^KAH KOTOROJ NE SU]ESTWUET ^ASTNAQ PROIZWODNAQ h′x. oBRATIM
WNIMANIE, ^TO ^ASTNAQ PROIZWODNAQ FUNKCII h(x, y) PO PEREMENNOMU y SU]ESTWUET
WO WSEH KRITI^ESKIH TO^KAH, NO OBRA]AETSQ W NULX TOLXKO PRI y = 0, T.E. W NA^ALE
KOORDINAT. pO\TOMU EDINSTWENNAQ TO^KA, W KOTOROJ MOVET BYTX \KSTREMUM FUNK-
CII, — \TO TO^KA (0, 0). tAK KAK SLAGAEMOE |x| IMEET STROGIJ LOKALXNYJ MINIMUM
PRI x = 0, A SLAGAEMOE y2 — PRI y = 0, TO W TO^KE (0, 0) FUNKCIQ h(x, y) IMEET
STROGIJ LOKALXNYJ MINIMUM. .

12.2 dOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA

iSSLEDOWANIE STACIONARNYH TO^EK FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH NA \KSTREMUM, KAK
I W SLU^AE FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO, MOVNO PROWODITX, ANALIZIRUQ DIFFEREN-
CIAL WTOROGO PORQDKA. nAPOMNIM, ^TO DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA FUNKCII
MNOGIH PEREMENNYH PREDSTAWLQET SOBOJ KWADRATI^NU@ FORMU OTNOSITELXNO PRI-
RA]ENIJ (DIFFERENCIALOW) NEZAWISIMYH PEREMENNYH.

tEOREMA 2 (DOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA). pUSTX U — OKRESTNOSTX
TO^KI a ∈ Rn, f ∈ C2(U) I df(a) = 0. tOGDA:

1) kf d2f(a) POLOVITELXNO OPR. ⇒ a — T. STROGOGO LOK. MINIMUMA F. f ;
2) kf d2f(a) OTRICATELXNO OPR. ⇒ a — T. STROGOGO LOK. MAKSIMUMA F. f ;
3) kf d2f(a) ZNAKOPEREMENNAQ ⇒ W TO^KE a FUNKCIQ f NE IMEET \KSTREMUMA.

dOK–WO. ~EREZ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn)
T
OBOZNA^IM NENULEWOJ WEKTOR PRIRA]ENIJ

NEZAWISIMYH PEREMENNYH, A ^EREZ ν = ∆x/|∆x| — EDINI^NYJ WEKTOR S TEM VE
NAPRAWLENIEM, ^TO I WEKTOR ∆x. wTOROJ DIFFERENCIAL d2f(a) FUNKCII f(x) W
TO^KE a QWLQETSQ KWADRATI^NOJ FORMOJ k(∆x) OT WEKTORA PRIRA]ENIJ ∆x. iMEEM
k(∆x) = k(|∆x|ν) = k(ν)|∆x|2. oTS@DA I IZ FORMULY tEJLORA S OSTATO^NYM
^LENOM W FORME pEANO DLQ FUNKCII f(x) W TO^KE a POLU^AEM

f(a+∆x)−f(a) = df(a)+
1

2
d2f(a)+o(|∆x|2) =

1

2
k(∆x)+o(|∆x|2) =

1

2

(
k(ν)+α

)
|∆x|2,

(1)
GDE α→ 0 PRI ∆x→ 0.

pOSKOLXKU k(y) — KWADRATI^NAQ FORMA, TO ONA NEPRERYWNA PRI WSEH y, W TOM
^ISLE I NA MNOVESTWE Sn−1 = {y ∈ Rn : |y| = 1}. mNOVESTWO Sn−1 ⊂ Rn OGRANI^ENO
I ZAMKNUTO (\TO (n−1)-MERNAQ SFERA), T.E. QWLQETSQ KOMPAKTOM. pO\TOMU FUNKCIQ
k(y), BUDU^I NEPRERYWNOJ NA KOMPAKTE Sn−1 DOSTIGAET NA \TOM MNOVESTWE SWOEGO
NAIMENX[EGO m∗ I NAIBOLX[EGO m∗ ZNA^ENIJ. oBOZNA^IM ^EREZ y∗ I y∗ TO^KI MI-
NIMUMA I MASIMUMA FUNKCII k(y) NA Sn−1. wOZMOVNY SLEDU@]IE ^ETYRE SLU^AQ
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1) 0 < m∗ 6 m∗;
2) m∗ 6 m∗ < 0;
3) m∗ < 0 < m∗;
4) m∗ = 0 ILI m∗ = 0.

pOKAVEM, ^TO TEOREMA WERNA W KAVDOM IZ \TIH SLU^AEW.
s L U ^ A J 1 . eSLI m∗ > 0, TO k(y) > m∗ > 0 PRI |y| = 1. zNA^IT, k(∆x) =

= k(ν)|∆x|2 > 0 PRI ∆x 6= 0, T.E. KWADRATI^NAQ FORMA d2f(a) POLOVITELXNO OPRE-
DELENNAQ. w SILU TOGO, ^TO α → 0 PRI ∆x → 0, DLQ ε = m∗/2, MOVNO WYBRATX
TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO |α| < ε = m∗/2 PRI 0 < |∆x| < δ. nO TOGDA α > −m∗/2 I W
SILU PREDSTAWLENIQ (1) NAHODIM, ^TO

f(a+ ∆x)− f(a) >
1

2

(
m∗ −

1

2
m∗

)
|∆x|2 =

1

4
m∗|∆x|2 > 0,

ESLI 0 < |∆x| < δ.
tAKIM OBRAZOM, PRI m∗ > 0 W TO^KE a FUNKCIQ f(x) IMEET STROGIJ LOKALX-

NYJ MINIMUM, A EE WTOROJ DIFFERENCIAL QWLQETSQ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ
KWADRATI^NOJ FORMOJ.

s L U ^ A J 2 . eSLI m∗ < 0, TO k(y) 6 m∗ < 0 PRI |y| = 1. zNA^IT, k(∆x) =
= k(ν)|∆x|2 < 0 PRI ∆x 6= 0 I KWADRATI^NAQ FORMA d2f(a) OTRICATELXNO OPREDELE-
NA. wYBIRAQ ε = |m∗|/2, ZAKL@^AEM, KAK I WY[E, ^TO DLQ DOSTATO^NO MALOGO ^ISLA
δ > 0 PRI 0 < |∆x| < δ WYPOLNENO NERAWENSTWO |α| < |m∗|/2. w SILU PREDSTAWLENIQ
(1) NAHODIM, ^TO

f(a+ ∆x)− f(a) <
1

2

(
m∗ +

1

2
|m∗|

)
|∆x|2 =

1

4
m∗|∆x|2 < 0,

ESLI 0 < |∆x| < δ.
iTAK, PRI m∗ < 0 W TO^KE a FUNKCIQ f(x) IMEET W TO^KE a STROGIJ LOKALX-

NYJ MAKSIMUM, A EE WTOROJ DIFFERENCIAL W \TOJ TO^KE QWLQETSQ OTRICATELXNO
OPREDELENNOJ KWADRATI^NOJ FORMOJ.

s L U ^ A J 3 . pUSTX m∗ < 0 < m∗. tOGDA k(y∗) = m∗ > 0, k(y∗) = m∗ < 0.

zNA^IT, KWADRATI^NAQ FORMA k(y) = y
T
f ′′(a)y (ONA VE d2f(a)) ZNAKOPEREMENNAQ.

wYBEREM ε = min
{

m∗

2
,
|m∗|

2

}
. tOGDA SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO δ > 0, ^TO |α| < ε

PRI 0 < |∆x| < δ. pO\TOMU PRI ∆x = ty∗δ, 0 < t < 1, IMEEM ν = y∗ I

f(a+ ∆x)− f(a) =
1

2

(
k(y∗) + α

)
|∆x|2 > 1

2

(
m∗ − 1

2
m∗
)
|∆x|2 =

1

4
m∗|∆x|2 > 0,

TAK KAK α > −ε > −m∗/2. aNALOGI^NO PRI ∆x = ty∗δ, 0 < t < 1, IMEEM

f(a+ ∆x)− f(a) =
1

2

(
k(y∗) + α

)
|∆x|2 < 1

2

(
m∗ +

1

2
|m∗|

)
|∆x|2 =

1

4
m∗|∆x|2 < 0,

TAK KAK α < ε 6 |m∗|/2. sLEDOWATELXNO, W L@BOJ OKRESTNOSTI TO^KI a ESTX ZNA^E-
NIQ FUNKCII f(x), BÓLX[IE f(a), I ESTX ZNA^ENIQ, MENX[IE f(a).

iTAK, W DANNOM SLU^AE TO^KA a NE QWLQETSQ TO^KOJ LOKALXNOGO \KSTREMUMA FUNK-
CII f(x), A EE WTOROJ DIFFERENCIAL W \TOJ TO^KE QWLQETSQ ZNAKOPEREMENNOJ KWA-
DRATI^NOJ FORMOJ.
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s L U ^ A J 4 . eSLI m∗ = 0 ILI m∗ = 0, TO KWADRATI^NAQ FORMA k(y) QWLQETSQ
NEOTRICATELXNO OPREDELENNOJ, NEPOLOVITELXNO OPREDELENNOJ ILI WOOB]E TOVDE-
STWENNO RAWNA NUL@ (ESLI m∗ = m∗ = 0). w \TOM SLU^AE WID KWADRATI^NOJ FORMY
NE POZWOLQET SDELATX KAKOE-LIBO ZAKL@^ENIE O HARAKTERE TO^KI a: W \TOJ TO^KE MO-
VET BYTX \KSTREMUM, A MOVET I NE BYTX. nO PRI \TOM KWADRATI^NAQ FORMA d2f(a)
NE QWLQETSQ NI ZNAKOPOLOVITELXNOJ, NI ZNAKOOTRICATELXNOJ, NI ZNAKOPEREMENNOJ,
T.E. ON NE PODPADAET NI POD ODNO IZ TREH UTWERVDENIJ TEOREMY.

iTAK, KAVDYJ IZ PERWYH TREH SLU^AEW SOOTWETSTWUET ODNOMU IZ UTWERVDENIJ
TEOREMY, A ^ETWERTYJ SLU^AJ NE SOOTWETSTWUET NI ODNOMU IZ EE UTWERVDENIJ. |TO
ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO TEOREMY. .

nAPOMNIM, ^TO TIP KWADRATI^NOJ FORMY d2f(a) MOVNO OPREDELITX S POMO]X@
KRITERIQ sILXWESTRA ILI PRIWEDENIEM EE K KANONI^ESKOMU WIDU.

pRIMER 3. u FUNKCII f(x, y) = x2 + y4 TOLXKO ODNA KRITI^ESKAQ TO^KA (0, 0).
d2f(0, 0) = 2 dx2 — WYROVDENNAQ KWADRATI^NAQ FORMA. zNA^IT, TEOREMA 3 W DAN-
NOM SLU^AE NI^EGO NE DAET, HOTQ W TO^KE (0, 0) FUNKCIQ f(x, y) IMEET LOKALXNYJ
MINIMUM (> 0).

pRIMER 4. fUNKCIQ g(x, y) = x2−y4 TAKVE IMEET EDINSTWENNU@ KRITI^ESKU@
TO^KU (0, 0), PRI^EM d2g(0, 0) = 2dx2. nO PRI \TOM FUNKCIQ g(x, y) NE IMEET W TO^KE
(0, 0) \KSTREMUMA, TAK KAK ONA W \TOJ TO^KE DOSTIGAET MAKSIMUMA PRI FIKSIROWAN-
NOM x = 0 I MINIMUMA PRI FIKSIROWANNOM y = 0.

12.3 dOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA FUNKCII DWUH PE-
REMENNYH

w SLU^AE FUNKCII DWUH PEREMENNYH DOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA FUNKCII W
SO^ETANII S KRITERIEM sILXWESTRA PRIWODIT K PROSTYM PRAWILAM PROWERKI.

pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCIQ f(x, y) DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W
OKRESTNOSTI TO^KI (a, b) I W \TOJ TO^KE WYPOLNENO NEOBHODIMOE USLOWIE \KSTREMUMA
FUNKCII, T.E.

f ′x(a, b) = f ′y(a, b) = 0.

mATRICEJ KWADRATI^NOJ FORMY d2f(a, b) QWLQETSQ MATRICA gESSE f ′′(a, b), KOTORAQ
IMEET WID

f ′′(a, b) =

(
A B
B C

)
, A = f ′′xx(a, b), B = f ′′xy(a, b), C = f ′′yy(a, b).

pRIMENIM K ISSLEDOWANI@ kf d2f(a, b) KRITERIJ sILXWESTRA I PEREFORMULIRUEM
UTWERVDENIQ TEOREMY 2 W SLU^AE DWUH PEREMENNYH:

1) A > 0, AC −B2 > 0 ⇒ (a, b) — T. STROGOGO LOK. MINIMUMA F. f ;
2) A < 0, AC −B2 > 0 ⇒ (a, b) — T. STROGOGO LOK. MAKSIMUMA F. f ;
3) AC −B2 < 0 ⇒ F. f NE IMEET W TO^KE (a, b) \KSTREMUMA.
pRIWEDENNYE UTWERVDENIQ NE OHWATYWA@T SLU^AJ AC = B2. w \TOM SLU^AE

FUNKCIQ MOVET IMETX W TO^KE (a, b) LOKALXNYJ \KSTREMUM, A MOVET I NE IMETX EGO
(SM. PRIMERY 3 I 4).
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zADA^U ISSLEDOWANIQ SKALQRNOJ FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH f : A → R NA
\KSTREMUM ^ASTO ZAPISYWA@T W WIDE

f(x) → extr .

tAKIE ZADA^I RE[A@T W DWA \TAPA. nA PERWOM \TAPE S POMO]X@ NEOBHODIMYH
USLOWIJ \KSTREMUMA OTBIRA@T TO^KI, PODOZRITELXNYE NA \KSTREMUM (KRITI^ESKIE
TO^KI). nA WTOROM \TAPE KAVDU@ OTOBRANNU@ TO^KU ISSLEDU@T NA NALI^IE W NEJ
\KSTREMUMA FUNKCII. |TO ISSLEDOWANIE MOVET WYPOLNQTXSQ LIBO S POMO]X@ RAZ-
LI^NYH DOSTATO^NYH USLOWIJ \KSTREMUMA, LIBO S POMO]X@ NEPOSREDSTWENNOGO ANA-
LIZA POWEDENIQ FUNKCII W OKRESTNOSTI ISSLEDUEMOJ TO^KI.

13 uSLOWNYJ \KSTREMUM

sM. [kk~, §7.1–7.4].

13.1 oB]AQ POSTANOWKA ZADA^I

w PRILOVENIQH ^ASTO WSTRE^A@TSQ ZADA^I POISKA \KSTREMUMOW FUNKCIJ MNOGIH
PEREMENNYH PRI DOPOLNITELXNYH OGRANI^ENIQH NA WOZMOVNYE IZMENENIQ PEREMEN-
NYH. tAKIE OGRANI^ENIQ MOGUT IMETX RAZLI^NYJ HARAKTER. nAPRIMER, ZNA^ENIQ
PEREMENNYH DOLVNY UDOWLETWORQTX ODNOMU ILI NESKOLXKIM URAWNENIQM ILI NERA-
WENSTWAM.

pRIMER 1. rASSMOTRIM ZADA^U OPREDELENIQ PRQMOUGOLXNIKA S ZADANNYM PE-
RIMETROM NAIBOLX[EJ PLO]ADI. oBOZNA^IW ^EREZ x I y DLINY STORON PRQMO-
UGOLXNIKA, ^EREZ 2p — EGO PERIMETR, MY PRIDEM K ZADA^E POISKA MAKSIMUMA PLO-
]ADI PRQMOUGOLXNIKA S(x, y) = xy PRI DOPOLNITELXNOM USLOWII (OGRANI^ENII)
2(x+ y) = 2p, ^TO KRATKO MOVNO ZAPISATX SLEDU@]IM OBRAZOM:

S(x, y) = xy → max, x+ y = p. (1)

nAS INTERESUET RE[ENIE ZADA^I W OBLASTI x > 0, y > 0.
w DANNOM SLU^AE RE[ENIE ZADA^I LEGKO MOVNO NAJTI, WYRAZIW IZ URAWNENIQ x+

y = p ODNO IZ PEREMENNYH I PODSTAWIW NAJDENNOE WYRAVENIE W FUNKCI@ S(x, y). w
REZULXTATE MY PRIDEM K ZADA^E POISKA MINIMUMA DEJSTWITELXNOJ FUNKCII ODNOGO
DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO. nAPRIMER, IZ URAWNENIQ SWQZI NAHODIM y = p − x.
tOGDA PLO]ADX PRQMOUGOLXNIKA PRI ZADANNOM OGRANI^ENII MOVNO PREDSTAWITX
KAK FUNKCI@ TOLXKO PEREMENNOGO x: S(x) = x(p − x). iSHODQ IZ ESTESTWENNYH
OGRANI^ENIJ x > 0, y > 0, NAHODIM OBLASTX IZMENENIQ PEREMENNOGO x: 0 < x < p.
fUNKCIQ S(x) DOSTIGAET MAKSIMUMA W INTERWALE (0, p) PRI x = p/2, ^TO DAET
RE[ENIE RASSMATRIWAEMOJ ZADA^I: x = y = p/2. iTAK, SREDI WSEH PRQMOUGOLXNIKOW
S ZADANNYM PERIMETROM NAIBOLX[U@ PLO]ADX IMEET KWADRAT.

oTMETIM, ^TO FUNKCIQ DWUH PEREMENNYH S(x, y) = xy NE IMEET \KSTREMUMOW, A
U RASSMOTRENNOJ ZADA^I RE[ENIE SU]ESTWUET. |TO SWQZANO S TEM, ^TO DLQ ZADA^I
(1) NE IGRA@T ROLI ZNA^ENIQ FUNKCII S(x, y) W TEH TO^KAH, KOTORYE NE UDOWLET-
WORQ@T OGRANI^ENIQM. w ZADA^AH TAKOGO TIPA WSE ZAWISIT OT POWEDENIQ FUNKCII
LI[X NA ^ASTI EE OBLASTI OPREDELENIQ, A IMENNO NA MNOVESTWE TEH TO^EK W OBLASTI
OPREDELENIQ, KOTORYE POD^INQ@TSQ USTANOWLENNYM OGRANI^ENIQM. .
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pUSTX FUNKCII f : Rn → R I ϕ : Rn → Rm OPREDELENY W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI
TO^KI a ∈ Rn. gOWORQT, ^TO FUNKCIQ f W TO^KE a ∈ Rn DOSTIGAET USLOWNOGO
LOKALXNOGO MAKSIMUMA (MINIMUMA) PRI USLOWII ϕ(x) = 0, ESLI ϕ(a) = 0 I

∃δ > 0 : ∀x ∈ U̇δ(a)
(
ϕ(x) = 0 ⇒ f(x) 6 f(a)

(
f(x) > f(a)

))
. (2)

pONQTIQ USLOWNOGO LOKALXNOGO MAKSIMUMA I MINIMUMA OB_EDINQ@T POD OB]IM
NAZWANIEM USLOWNYJ \KSTREMUM FUNKCII. eSLI W OPREDELENII NERAWENSTWA
STROGIE, TO GOWORQT O STROGOM USLOWNOM \KSTREMUME FUNKCII.

zADA^U ISSLEDOWANIQ FUNKCII f : Rn → R NA USLOWNYJ \KSTREMUM PRI OGRANI-
^ENIQH ϕ(x) = 0 ^ASTO ZAPISYWA@T W WIDE

f(x) → extr, (3)

ϕ(x) = 0 (4)

I NAZYWA@T ZADA^EJ NA USLOWNYJ \KSTREMUM. pRI \TOM FUNKCI@ f(x) NAZYWA-
@T CELEWOJ FUNKCIEJ. uSLOWIE (4) W OB]EM SLU^AE PREDSTAWLQET SOBOJ SISTEMU
NELINEJNYH URAWNENIJ, NAZYWAEMYH URAWNENIQMI SWQZI.

mETOD RE[ENIQ, ISPOLXZOWANNYJ W PRIMERE 1, MOVET PRIMENQTXSQ LI[X W PRO-
STEJ[IH SITUACIQH. rASPROSTRANENIE \TOGO METODA NA OB]IJ SLU^AJ NATALKIWA-
ETSQ NA TRUDNOSTI, SWQZANNYE S ISKL@^ENIEM ^ASTI PEREMENNYH IZ ARGUMENTOW
CELEWOJ FUNKCII PRI POMO]I URAWNENIJ SWQZI. tAKOJ PODHOD PRIWODIT K NEOBHO-
DIMOSTI RE[ATX SISTEMU NELINEJNYH URAWNENIJ, A \TO, KAK IZWESTNO, — SLOVNAQ
ZADA^A. oTMETIM, ^TO ISKL@^ENIE NEIZWESTNYH S POMO]X@ URAWNENIJ SWQZI PRI-
WODIT ZATEM K ZADA^E POISKA LOKALXNOGO \KSTREMUMA FUNKCII MNOGIH PEREMENNYH,
T.E. K RE[ENI@ E]E ODNOJ SISTEMY NELINEJNYH URAWNENIJ, KOTORYE POLU^A@T-
SQ PRIRAWNIWANIEM NUL@ ^ASTNYH PROIZWODNYH. iSKL@^ENIE NEIZWESTNYH NUVNO
LI[X ZATEM, ^TOBY WY^ISLITX \TI ^ASTNYE PROIZWODNYE, NO ^ASTNYE PROIZWODNYE
MOVNO TAKVE WY^ISLITX I S POMO]X@ TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII. w \TOM SLU^AE
ISKL@^ENIE NEIZWESTNYH FAKTI^ESKI UVE NE NUVNO, I RE[ENIE ZADA^I UPRO]AET-
SQ. rAZWITI@ \TOGO PODHODA NA OSNOWE TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII MY I UDELIM
WNIMANIE.

13.2 nEOBHODIMOE USLOWIE USLOWNOGO \KSTREMUMA

oSTANOWIMSQ SNA^ALA NA PROSTEJ[EM SLU^AE FUNKCII DWUH PEREMENNYH.
tEOREMA 1 (NEOBHODIMOE USLOWIE USLOWNOGO \KSTR. PRI n = 2,m = 1).

pUSTX f : R2 → R I ϕ : R2 → R — FUNKCII DWUH PEREMENNYH, OPREDELENNYE I
NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYE W OKRESTNOSTI TO^KI P (a, b), FUNKCIQ f(x, y) IMEET
W TO^KE P USLOWNYJ \KSTREMUM PRI USLOWII ϕ(x, y) = 0, PRI^EM gradϕ(a, b) 6= 0.
tOGDA SU]ESTWUET TAKOE ^ISLO λ, KOTOROE WMESTE S KOORDINATAMI a I b TO^KI P
UDOWLETWORQET SISTEME URAWNENIJ

f ′x(a, b) + λϕ′x(a, b) = 0, f ′y(a, b) + λϕ′y(a, b) = 0, ϕ(a, b) = 0. (5)

dOK–WO. pOSKOLXKU gradϕ(a, b) 6= 0, TO ODNA IZ ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO
PORQDKA FUNKCII ϕ(x, y) W TO^KE P OTLI^NA OT NULQ. pUSTX, NAPRIMER, ϕ′y(a, b) 6= 0.
pO TEOREME O NEQWNOJ FUNKCII W NEKOTOROM PRQMOUGOLXNIKE

U = {(x, y) : |x− a| < δ1, |y − b| < δ2}
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URAWNENIE ϕ(x, y) = 0 RAZRE[IMO OTNOSITELXNO PEREMENNOGO y, T.E. ZADAET NEQWNU@
FUNKCI@ y = h(x), NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMU@ W OKRESTNOSTI TO^KI a, PRI^EM

b = h(a), h′(a) = −ϕ
′
x(a, h(a))

ϕ′y(a, h(a))
= −ϕ

′
x(P )

ϕ′y(P )
. (6)

w PRQMOUGOLXNIKE U TO^KI, UDOWLETWORQ@]IE USLOWI@ ϕ(x, y) = 0, IME@T WID(
x, h(x)

)
, GDE x ∈ (a− δ1, a+ δ1). zNA^IT, ESLI FUNKCIQ f(x, y) IMEET W TO^KE

P USLOWNYJ \KSTREMUM PRI USLOWII ϕ(x, y) = 0, TO FUNKCIQ g(x) = f
(
x, h(x)

)
ODNOGO PEREMENNOGO IMEET W TO^KE a LOKALXNYJ \KSTREMUM. |TA FUNKCIQ, KAK
KOMPOZICIQ DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ, QWLQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE a.
sLEDOWATELXNO, W SILU NEOBHODIMOGO USLOWIQ LOKALXNOGO \KSTREMUMA WERNO SOOT-
NO[ENIE g′(a) = 0. sOGLASNO PRAWILU DIFFERENCIROWANIQ SLOVNOJ FUNKCII I RA-
WENSTWAM (6), NAHODIM

g′(a) = f ′x(P ) + f ′y(P )h′(a) = f ′x(P )− f ′y(P )
ϕ′x(P )

ϕ′y(P )
= f ′x(P )−

f ′y(P )

ϕ′y(P )
ϕ′x(P ) = 0.

wWEDEM OBOZNA^ENIE λ = −f ′y(P )/ϕ′y(P ). tOGDA

f ′x(P ) + λϕ′x(P ) = 0, f ′y(P ) + λϕ′y(P ) = 0,

GDE PERWOE IZ \TIH URAWNENIJ WYTEKAET IZ USLOWIQ g′(a) = 0, A WTOROE \KWIWALENT-
NO RAWENSTWU, OPREDELQ@]EMU ^ISLO λ. dOBAWIW K \TIM URAWNENIQM RAWENSTWO
ϕ(P ) = 0, KOTOROE DOLVNO WYPOLNQTXSQ W TO^KE USLOWNOGO LOKALXNOGO \KSTREMUMA,
POLU^IM SISTEMU URAWNENIJ (5).

dOKAZATELXSTWO TEOREMY W SLU^AE, KOGDA ϕ′x(P ) 6= 0, PROWODITSQ ANALOGI^NO. .

sISTEMU URAWNENIJ (5) MOVNO ZAPISATX W WIDE

grad f(P ) = −λ gradϕ(P ), ϕ(P ) = 0.

tAK KAK GRADIENT ORTOGONALEN LINII UROWNQ, POLU^AEM SLEDU@]U@ GEOMETRI^E-
SKU@ INTERPRETACI@ NEOBHODIMYH USLOWIJ USLOWNOGO \KSTREMUMA: LI-
NIQ UROWNQ CELEWOJ FUNKCII KASAETSQ KRIWOJ, ZADANNOJ URAWNENIEM SWQZI. nA
RIS. 9, A POKAZANO, PO^EMU W SLU^AE NARU[ENIQ NEOBHODIMOGO USLOWIQ W TO^KE P
NET USLOWNOGO \KSTREMUMA. pREDSTAWLENY LINII UROWNQ f(x) = c1, f(x) = c2 I

A B W

rIS. 9

f(x) = c3. w IZOBRAVENNOJ SITUACII c1 < c2 < c3 (\TO OPREDELQETSQ NAPRAWLENIEM
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GRADIENTA FUNKCII f(x, y), QWLQ@]IMSQ NAPRAWLENIEM EE ROSTA) I FUNKCIQ f(x, y)
NA KRIWOJ ϕ(x, y) = 0 NE MOVET IMETX \KSTREMUMA. nA RIS. 9, B POKAZANO POWEDE-
NIE FUNKCII W OKRESTNOSTI USLOWNOGO MAKSIMUMA P . w SOOTWETSTWII S UKAZANNYM
NAPRAWLENIEM GRADIENTA FUNKCII f(x, y) IMEEM c1 < c2 < c3, ^TO I OBESPE^IWAET
LOKALXNYJ MAKSIMUM f(x, y) W TO^KE P NA KRIWOJ ϕ(x, y) = 0. nA RIS. 9, W IZOBRAVE-
NA SITUACIQ, PRI KOTOROJ NEOBHODIMOE USLOWIE USLOWNOGO \KSTREMUMA WYPOLNENO,
NO \KSTREMUMA TEM NE MENEE NET (W SOOTWETSTWII S NAPRAWLENIEM grad f W TO^KE P
IMEEM c1 < c2 < c3).

wWEDEM FUNKCI@
L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y),

KOTORU@ NAZYWA@T FUNKCIEJ lAGRANVA, GDE λ — MNOVITELX lAGRANVA. tO-
GDA SISTEMA (5) BUDET IMETX WID

L′x(x, y, λ) = 0, L′y(x, y, λ) = 0, L′λ(x, y, λ) = 0. (7)

tAKIM OBRAZOM, ZADA^A NA USLOWNYJ \KSTREMUM

f(x, y) → extr, ϕ(x, y) = 0

PRI WYPOLNENII USLOWIJ TEOREMY 1 SWODITSQ K POISKU STACIONARNYH TO^EK FUNK-
CII lAGRANVA I IH ANALIZU.

pRIMER 2. nAJDEM TO^KI, PODOZRITELXNYE NA USLOWNYJ \KSTREMUM, W ZADA^E

f(x, y) = xy → extr, 2(x+ y) = 2p, x > 0, y > 0,

SFORMULIROWANNOJ W PRIMERE 1. fUNKCII f(x, y) = xy I ϕ(x, y) = 2(x + y) − 2p
UDOWLETWORQ@T USLOWIQM TEOREMY 1, PO\TOMU RE[ATX ZADA^U MOVNO PRI POMO]I
FUNKCII lAGRANVA. sOSTAWIM FUNKCI@ lAGRANVA:

L(x, y, λ) = xy + λ(x+ y − p).

nEOBHODIMYE USLOWIQ (7) USLOWNOGO \KSTREMUMA PRIWODQT K SISTEME URAWNENIJ

L′x(x, y, λ) = y + λ = 0, L′y(x, y, λ) = x+ λ = 0, L′λ(x, y, λ) = x+ y − p = 0.

wYRAVAQ x I y IZ PERWYH DWUH URAWNENIJ I PODSTAWLQQ \TI WYRAVENIQ W TRETXE
URAWNENIE, NAHODIM −2λ − p = 0, OTKUDA λ = −p/2 I x = y = p/2. sLEDOWATELX-
NO, USLOWNYJ \KSTREMUM W RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E MOVET BYTX TOLXKO W TO^KE
P (p/2, p/2) (RIS. 10). .

rIS. 10
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nEOBHODIMOE USLOWIE DLQ ZADA^I OB]EGO WIDA (3), (4) MOVET BYTX POLU^ENO
PO TOJ VE SHEME, ^TO I W ^ASTNOM SLU^AE DWUH PEREMENNYH. dLQ ZADA^I (3), (4)
FUNKCIQ lAGRANVA PO OPREDELENI@ IMEET WID

L(x, λ) = f(x) + λϕ(x) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x),

GDE λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm, ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x))
T
. pRI \TOM ^ISLA λi, i =

1, . . . ,m, NAZYWA@T MNOVITELQMI lAGRANVA.

tEOREMA 2 (NEOBHODIMOE USLOWIE USLOWNOGO \KSTREMUMA). pUSTX FUNK-
CII f : Rn → R I ϕ : Rn → Rm OPREDELENY I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W
OKRESTNOSTI TO^KI a ∈ Rn, PRI^EM rangϕ′(a) = m, W TO^KE a FUNKCIQ f(x) IMEET
USLOWNYJ LOKALXNYJ \KSTREMUM PRI USLOWII ϕ(x) = 0. tOGDA

∃λa ∈ Rm :



∂L(a,λa)
∂x1

= 0,

. . . . . . . . . . . . ,
∂L(a,λa)

∂xn
= 0,

∂L(a,λa)
∂λ1

= 0,

. . . . . . . . . . . . ,
∂L(a,λa)

∂λm
= 0.

(8)

dOKAZATELXSTWO \TOJ TEOREMY OPIRAETSQ NA TEOREMU O NEQWNOJ FUNKCII I W
OSNOWNOM POWTORQET DOKAZATELXSTWO TEOREMY 1 (SLU^AJ n = 2, m = 1).

13.3 dOSTATO^NYE USLOWIQ USLOWNOGO \KSTREMUMA

dOSTATO^NYE USLOWIQ USLOWNOGO \KSTREMUMA W ZADA^E (3), (4) MOVNO SFORMULI-
ROWATX S POMO]X@ FUNKCII lAGRANVA. pUSTX W ZADA^E NA USLOWNYJ \KSTREMUM
FUNKCII f : Rn → R PRI USLOWII ϕ(x) = 0, ZADANNOM FUNKCIEJ ϕ : Rn → Rm, W
TO^KE a ∈ Rn WYPOLNENO NEOBHODIMOE USLOWIE USLOWNOGO \KSTREMUMA. w \TOM SLU-
^AE W TO^KE a OPREDELEN WEKTOR λa MNOVITELEJ lAGRANVA. zAFIKSIRUEM W FUNK-
CII lAGRANVA L(x, λ) ZNA^ENIQ MNOVITELEJ lAGRANVA, PREDSTAWIW EE KAK FUNK-
CI@ TOLXKO PEREMENNYH x: L(x) = L(x, λa). ~TOBY WYQSNITX, QWLQETSQ LI TO^KA
a TO^KOJ USLOWNOGO \KSTREMUMA RASSMATRIWAEMOJ FUNKCII, NUVNO PROANALIZIRO-
WATX DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA d2L(a) FUNKCII L(x) W TO^KE a. rASSMOTRIM
KWADRATI^NU@ FORMU d2L(a)H , RAWNU@ OGRANI^ENI@ DIFFERENCIALA d2L(a) NA LI-
NEJNOE PODPROSTRANSTWOH W Rn, ZADANNOE SISTEMOJ LINEJNYH URAWNENIJ dϕ(a) = 0
(ILI, PO-DRUGOMU, ϕ′(a) ∆x = 0). t.E.

H = {∆x : dϕ(a) = 0}, d2L(a)H = d2L(a)
∣∣
dϕ(a)=0

.

tEOREMA 3 (DOSTATO^NYE USLOWIQ USLOWNOGO \KSTREMUMA). pUSTX FUNK-
CII f : Rn → R I ϕ : Rn → Rm DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W OKREST-
NOSTI TO^KI a ∈ Rn, ϕ(a) = 0, rangϕ′(a) = m I KOORDINATY TO^KI a WMESTE S
NEKOTORYM WEKTOROM λa UDOWLETWORQ@T SISTEME URAWNENIJ (8). tOGDA:

1) kf d2L(a)H POLOVIT. OPR. ⇒ a — T. STROGOGO USLOW. LOK. MINIMUMA F. f ;
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2) kf d2L(a)H OTRICAT. OPR. ⇒ a — T. STROGOGO USLOW. LOK. MAKSIMUMA F. f ;
3) kf d2L(a)H ZNAKOPEREMENNAQ ⇒ W T. a F. f NE IMEET USLOW. \KSTREMUMA.

dOK–WO OSNOWANO NA SWEDENIE ZADA^I NA USLOWNYJ \KSTREMUM K ZADA^E NA BEZ-
USLOWNYJ \KSTREMUM. a IMENNO, WYRAZIW IZ URAWNENIJ SWQZI ϕ(x) = 0 ^ASTX PE-
REMENNYH (y) ^EREZ OSTALXNYE (z) I PODSTAWIW NAJDENNOE WYRAVENIE (y = h(z))
W FUNKCI@ f(x) (x = (z, y)), MY PRIDEM K ZADA^E POISKA \KSTREMUMA FUNKCII
f
(
z, h(z)

)
= L

(
z, h(z), λa

)
. wTOROJ DIFFERENCIAL FUNKCII L

(
z, h(z), λa

)
W TO^KE a

OTOVDESTWLQETSQ S KWADRATI^NOJ FORMOJ d2L(a)H , PO\TOMU IZ DOSTATO^NYH USLO-
WIJ \KSTREMUMA (SM. TEOREMU 2 IZ §12) POLU^AEM UTWERVDENIE DANNOJ TEOREMY.
tO^NYE RASSUVDENIQ SLEDU@]IE.

rANG MATRICY qKOBI ϕ′(a) FUNKCII ϕ(x) RAWEN m, I W \TOJ MATRICE MOVNO
WYDELITX BAZISNYJ MINOR PORQDKA m, RAWNOGO KOLI^ESTWU STROK MATRICY. oBO-
ZNA^IM ^EREZ y = (y1, . . . , ym) TU ^ASTX PEREMENNYH x = (x1, . . . , xn), KOTORYE SOOT-
WETSTWU@T BAZISNYM STROKAM \TOGO MINORA, A ^EREZ z = (z1, . . . , zn−m) — OSTALX-
NYE PEREMENNYE. tOGDA FUNKCII f I ϕ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE f(z, y) I ϕ(z, y).
oPREDELITELX MATRICY qKOBI ϕ′y(b, c) FUNKCII ϕ(x, y) PO ^ASTI PEREMENNYH y W
TO^KE a = (b, c) SOWPADAET S BAZISNYM MINOROM I, PO\TOMU, NE RAWEN NUL@. sLE-
DOWATELXNO, W TO^KE a WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII. pO \TOJ
TEOREME W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI a = (b, c) URAWNENIE ϕ(z, y) = 0 NEQWNO ZA-
DAET y KAK FUNKCI@ z, T.E. URAWNENIE ϕ(z, y) = 0 \KWIWALENTNO URAWNENI@ y = h(z),
GDE h(z) — NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ W OKRESTNOSTI TO^KI b ∈ Rn−m,
A h(b) = c. a ZNA^IT, a = (b, c) — TO^KA USLOWNOGO LOKALXNOGO \KSTREMUM FUNK-
CII f(x) PRI USLOWII ϕ(x) = 0 T. I T.T., KOGDA b — TO^KA LOKALXNOGO \KSTREMUM
FUNKCII g(z) = f

(
z, h(z)

)
.

pO POSTROENI@ FUNKCIQ lAGRANVA L(z, y, λa) NA MNOVESTWE TO^EK, UDOWLETWO-
RQ@]IH URAWNENIQM SWQZI ϕ(z, y) = 0, SOWPADAET S FUNKCIEJ g(z) = f

(
z, h(z)

)
.

uBEDIMSQ W TOM, ^TO W USLOWIQH TEOREMY DLQ FUNKCII g(z) = L(z, h(z), λa) W TO^KE
b WYPOLNENY DOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA. dLQ \TOGO WY^ISLIM DIFFERENCI-
ALY PERWOGO I WTOROGO PORQDKA \TOJ FUNKCII. sOGLASNO SWOJSTWU INWARIANTNOSTI
FORMY ZAPISI DIFFERENCIALA PERWOGO PORQDKA,

dg = L′z dz + L′y dy,

GDE dy = h′(z) dz. zAPI[EM \TO RAWENSTWO W TO^KE (z = b, y = h(b) = c) W KOORDI-
NATNOJ FORME:

dg(b) =
n∑

i=1

L′xi
(b, c) dxi.

sOGLASNO RAWENSTWAM (8), dg(b) = 0, T.E. W TO^KE b FUNKCIQ g(z) UDOWLETWORQET
NEOBHODIMYM USLOWIQM \KSTREMUMA.

tEPERX WY^ISLIM DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA I POKAVEM, ^TO d2g(b) =
d2L(b, c)H . iMEQ W WIDU, ^TO W DANNOM SLU^AE PEREMENNYE, WHODQ]IE W NABOR y,
QWLQ@TSQ PROMEVUTO^NYMI PEREMENNYMI, POLU^AEM:

d2g =
n∑

i,j=1

L′′xixj
dxi dxj +

m∑
i=1

L′yi
d2yi.
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tAK KAK W SILU USLOWIJ TEOREMY W TO^KE (b, c) WYPOLNENY RAWENSTWA (8), TO

d2g(b) =
n∑

i=1

L′′xixj
(b, c)dxi dxj. (9)

~TOBY POLU^ITX OKON^ATELXNYJ WID DIFFERENCIALA WTOROGO PORQDKA FUNKCII
g(z) W TO^KE b, NUVNO ISKL@^ITX DIFFERENCIALY PROMEVUTO^NYH PEREMENNYH y,
T.E. W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (9) WYPOLNITX ZAMENU dy = h′(b) dz.

iZ TEOREMY O PROIZWODNOJ NEQWNOJ FUNKCII SLEDUET, ^TO MATRICA qKOBI h′(b)
MOVET BYTX WY^ISLENA PO FORMULE

h′(b) = −
(
ϕ′y(b, c)

)−1
ϕ′z(b, c).

pO\TOMU, UMNOVAQ SISTEMU h′(b)dz− dy = 0 NA NEWYROVDENNU@ MATRICU −ϕ′y(b, c),
POLU^AEM SISTEMU dϕ(b, c) = ϕ′z(b, c)dz + ϕ′y(b, c)dy = 0. tAKIM OBRAZOM, DIFFE-
RENCIAL WTOROGO PORQDKA FUNKCII g(z) = L

(
z, h(z)

)
W TO^KE z = b SOWPADAET S

OGRANI^ENIEM d2L(b, c)H NA LINEJNOE PODPROSTRANSTWO H DIFFERENCIALA WTOROGO
PORQDKA FUNKCII lAGRANVA L(z, y).

pRIMENENIE DOSTATO^NYH USLOWIJ \KSTREMUMA DLQ FUNKCIJ MNOGIH PEREMEN-
NYH ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO TEOREMY. nAPRIMER, ESLI KWADRATI^NAQ FORMA
d2L(b, c)H POLOVITELXNO OPREDELENNAQ, TO I d2g(b) QWLQETSQ POLOVITELXNO OPRE-
DELENNOJ KWADRATI^NOJ FORMOJ. sOGLASNO DOSTATO^NYM USLOWIQM \KSTREMUMA,
FUNKCIQ g(z) = L

(
z, h(z)

)
IMEET W TO^KE b LOKALXNYJ MINIMUM. |TO RAWNOSILXNO

TOMU, ^TO FUNKCIQ L(z, y) (A ZNA^IT, I FUNKCIQ f(z, y) ) IMEET W TO^KE a = (b, c)
USLOWNYJ LOKALXNYJ MINIMUM PRI USLOWII y = h(z) (ILI ϕ(z, y) = 0). .

tEOREMA 3 UTWERVDAET, ^TO DLQ PROWERKI TO^EK, PODOZRITELXNYH NA USLOWNYJ
\KSTREMUM, NEOBHODIMO PROANALIZIROWATX KWADRATI^NU@ FORMU d2L(a), T.E. DIF-
FERENCIAL WTOROGO PORQDKA FUNKCII lAGRANVA PRI λ = λa I ZNA^ENIQH PRIRA]E-
NIJ ∆x, KOTORYE UDOWLETWORQ@T SISTEME LINEJNYH URAWNENIJ

dϕi =
m∑

j=1

∂ϕi(a)

∂xj

∆xj = 0, i = 1, . . . ,m. (10)

mATRICA \TOJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ SOWPADAET S MATRI-
CEJ qKOBI ϕ′(a) FUNKCII ϕ(x) W TO^KE a, RANG KOTOROJ PO USLOWI@ TEOREMY 3 RAWEN
m. sLEDOWATELXNO, SISTEMA (10) POZWOLQET WYRAZITX m PRIRA]ENIJ ^EREZ OSTAW-
[IESQ n−m PRIRA]ENIJ. zAFIKSIRUEM IZWESTNYE ZNA^ENIQ MNOVITELEJ lAGRAN-
VA (KOORDINAT WEKTORA λ). rASSMATRIWAQ FUNKCI@ lAGRANVA L(x) KAK FUNKCI@
TOLXKO PEREMENNYH x1, . . . , xn, WY^ISLIM EE DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA d2L
W TO^KE a. iSKL@^IM IZ KWADRATI^NOJ FORMY d2L UKAZANNYE m DIFFERENCIALOW.
pOLU^IM KWADRATI^NU@ FORMU OTNOSITELXNO n−m DIFFERENCIALOW. eSLI \TA
KWADRATI^NAQ FORMA QWLQETSQ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ (OTRICATELXNO OPREDE-
LENNOJ, ZNAKOPEREMENNOJ), TO W TO^KE a FUNKCIQ f(x) IMEET USLOWNYJ LOKALXNYJ
MINIMUM (USLOWNYJ LOKALXNYJ MAKSIMUM, NE IMEET USLOWNOGO LOKALXNOGO \KSTRE-
MUMA). eSLI UKAZANNAQ KWADRATI^NAQ FORMA OT n−m PEREMENNYH WYROVDENA,
NO SOHRANQET ZNAK (NEPOLOVITELXNO ILI NEOTRICATELXNO OPREDELENA), TO W TO^KE a
FUNKCIQ f(x) MOVET IMETX USLOWNYJ LOKALXNYJ \KSTREMUM, A MOVET I NE IMETX. w
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\TOM SLU^AE PO WIDU WTOROGO DIFFERENCIALA W TO^KE WYQWITX POWEDENIE FUNKCII
f(x) NELXZQ I NUVNY DRUGIE METODY ISSLEDOWANIQ.

pRIMER 3. w PRIMERE 2 URAWNENIE dϕ = 0 DAET dx + dy = 0, OTKUDA MOVNO,
NAPRIMER, WYRAZITX dx ^EREZ dy: dx = −dy. dIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA FUNK-
CII lAGRANVA L(x, y, λ) PRI FIKSIROWANNOM ZNA^ENII λ = −p/2 W TO^KE (p/2, p/2)
IMEET WID d2L = 2dxdy. iSKL@^AQ IZ WTOROGO DIFFERENCIALA dx, POLU^AEM KWA-
DRATI^NU@ FORMU 2(−dy)dy = −2(dy)2, KOTORAQ OTRICATELXNO OPREDELENA. sLEDO-
WATELXNO, W TO^KE (p/2, p/2) MY IMEEM USLOWNYJ LOKALXNYJ MAKSIMUM. .

rASSMOTRIM ZADA^U WY^ISLENIQ NAIMENX[EGO I NAIBOLX[EGO ZNA^ENIJ
NEPRERYWNOJ FUNKCII n PEREMENNYH NA KOMPAKTNOM MNOVESTWE K, KOTOROE ZADANO,
NAPRIMER, m NERAWENSTWAMI:

f(x) → extr,

gi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m.

dLQ RE[ENIQ \TOJ ZADA^I OTBIRA@TSQ TO^KI, W KOTORYH MOVET DOSTIGATXSQ NAI-
BOLX[EE ILI NAIMENX[EE ZNA^ENIE:

A) SREDI WNUTRENNIH TO^EK MNOVESTWA K;
B) NA WSEH k–MERNYH ^ASTQH GRANICY (k = 1, . . . , n−1);
W) WSE NULXMERNYE \LEMENTY GRANICY.

nAPRIMER, PRI n = 2 IMEEM
A) WNUTRENNIE TO^KIK — \TO WSE TO^KI, UDOWLETWORQ@]IE NERAWENSTWAM gi(x) <

0, i = 1, . . . ,m;
B) 1-MERNYE ^ASTI GRANICY— TO^KI, UDOWLETWORQ@]IE ODNOMU RAWENSTWU gj(x) =

0 I m− 1 NERAWENSTWAM gi(x) < 0, i 6= j;
W) NULXMERNYE \LEMENTY GRANICY— TO^KI, UDOWLETWORQ@]IE DWUM RAWENSTWAM

gj(x) = 0, gl(x) = 0 I m− 2 NERAWENSTWAM gi(x) < 0, i 6= j, l.

oTBOR TO^EK WNUTRIK PRIWODIT K ZADA^E NA LOKALXNYJ \KSTREMUM, OTBOR TO^EK
NA k–MERNYH ^ASTQH GRANICY PRIWODIT K ZADA^E NA USLOWNYJ LOKALXNYJ \KSTRE-
MUM. pRI \TOM PROWERQ@TSQ TOLXKO NEOBHODIMYE USLOWIQ DANNYH ZADA^. zATEM WO
WSEH TO^KAH, UDOWLETWORQ@]IH NEOBHODIMYM USLOWIQM, I NULXMERNYH \LEMENTAH
GRANICY WY^ISLQ@TSQ ZNA^ENIQ FUNKCII I WYBIRA@TSQ TO^KI S NAIMENX[IM I
NAIBOLX[IM ZNA^ENIEM. pROWERQTX DOSTATO^NYE USLOWIQ \KSTREMUMA I USLOWNOGO
\KSTREMUMA NET NEOBHODIMOSTI, TAK KAK IZ SWOJSTW FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA KOM-
PAKTE, SLEDUET, ^TO NA K FUNKCIQ f DOSTIGAET SWOIH NAIMENX[EGO I NAIBOLX[EGO
ZNA^ENIJ, A IZ NEOBHODIMYH USLOWIJ SLEDUET, ^TO \TI ZNA^ENIQ MOGUT DOSTIGATXSQ
TOLXKO W RASSMATRIWAEMYH TO^KAH.

14 oBRATNAQ FUNKCIQ

sM. [kk~, §4.3].

rASSMOTRIM WOPROS, PRI KAKIH USLOWIQH FUNKCIQ MNOGIH PEREMENNYH G : Rn →
Rn IMEET OBRATNU@ FUNKCI@ G−1, A TAKVE WOPROS O TOM, DIFFERENCIRUEMA LI
OBRATNAQ FUNKCIQ. sOOTWETSTWU@]IE USLOWIQ W OKRESTNOSTI FIKSIROWANNOJ TO^KI
MOVNO POLU^ITX S POMO]X@ TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII.
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tEOREMA 1 (OB OBRATNOJ FUNKCII). pUSTX FUNKCIQ G : Rn → Rn W OKREST-
NOSTI V TO^KI a ∈ Rn UDOWLETWORQET USLOWIQM:

1) G ∈ C1(V,Rn);
2) detG′(a) 6= 0.

tOGDA ∃U (OKR. T. b = G(a)), ∃G−1 : U → V :

A) ∀y ∈ U G
(
G−1(y)

)
= y I ∀x ∈ G−1(U) G−1

(
G(x)

)
= x;

B) G−1 ∈ C1(U,Rn) I (
G−1

)′
(y) =

(
G′(x)

)−1
∣∣∣
x=G−1(y)

. (1)

dOK–WO. rASSMOTRIM FUNKCI@ f : R2n → Rn, OPREDELQEMU@ RAWENSTWOM
f(x, y) = G(x) − y. |TA FUNKCIQ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI
TO^KI (x = a; y = b) ∈ R2n, A MNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY n URAWNENIJ f(x, y) = 0
PREDSTAWLQET SOBOJ GRAFIK FUNKCII G(x), T.E. MNOVESTWO TO^EK (x; y), UDOWLETWO-
RQ@]IH USLOWI@ y = G(x). w ^ASTNOSTI, f(a, b) = 0. tAK KAK detG′(a) 6= 0,
TO MATRICA qKOBI f ′x(a, b) = G′(a) NEWYROVDENA. tAKIM OBRAZOM, DLQ FUNKCII
f(x, y) W OKRESTNOSTI TO^KI (a; b) WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 3 O NEQWNOJ FUNK-
CII. |TO ZNA^IT, ^TO SISTEMA URAWNENIJ f(x, y) = 0 W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI W
WIDA W = {(x; y) ∈ R2n : |x− a| < δx, |y − b| < δy} RAZRE[IMA OTNOSITELXNO PERE-
MENNYH x, T.E. SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ h(y), OPREDELENNAQ W OKRESTNOSTI Uδy(b)
TO^KI b, ^TO

f
(
h(y), y

)
≡ 0, (2)

PRI^EM FUNKCIQ h(y) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA, A EE MATRICA qKOBI RAWNA

h′(y) = −
(
f ′x
(
h(y), y

))−1

f ′y
(
h(y), y

)
. (3)

tAK KAK f(x, y) = G(x) − y, TOVDESTWO (2) OZNA^AET, ^TO G
(
h(y)

)
≡ y, T.E.

FUNKCIQ h(y) QWLQETSQ OBRATNOJ K FUNKCII G(x). kROME TOGO, MATRICA f ′y(x, y)
SOWPADAET S MATRICEJ −E, PROTIWOPOLOVNOJ EDINI^NOJ MATRICE E. pO\TOMU RA-
WENSTWO (3) SWODITSQ K RAWENSTWU h′(y) =

(
G′(h(y))

)−1
, RAWNOSILXNOMU (1) .

pRIMER 1. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE G : R2 → R2, ZADANNOE URAWNENIQMI z1 =
x1 + ex2 , z2 = ex1 − x2. iMEEM G ∈ C1(R2,R2) I

∀ (x1;x2) ∈ R2, G′(x1, x2) =

(
1 ex2

ex1 −1

)
, detG′(x1, x2) = −1− ex1+x2 6= 0.

pO TEOREME OB OBRATNOJ FUNKCII, W L@BOJ TO^KE b ∈ R2, b = G(a), SU]ESTWUET
OKRESTNOSTX, W KOTOROJ OPREDELENO OBRATNOE OTOBRAVENIE G−1, PRI^EM G−1(b) = a.
.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 1 POKAZYWAET, ^TO TEOREMA OB OBRATNOJ FUNKCII SWO-
DITSQ K TEOREME O NEQWNOJ FUNKCII. l@BOPYTNO, ^TO MOVNO DELATX I NAOBOROT:
TEOREMU O NEQWNOJ FUNKCII WYWODITX IZ TEOREMY OB OBRATNOJ FUNKCII. w SAMOM
DELE, PUSTX DLQ FUNKCII f WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 3 IZ §10. sISTEMU URAWNE-
NIJ f(x, y) = 0, x ∈ Rn, y ∈ Rm, MOVNO TRAKTOWATX KAK ^ASTNYJ SLU^AJ SISTEMY
URAWNENIJ f(x, y) = z PRI FIKSIROWANNOM z ∈ Rn. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE

H(x, y) =

(
x

f(x, y)

)
,
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KOTOROE POLU^AETSQ DOBAWLENIEM NOWYH n KOORDINATNYH FUNKCIJ. |TO OTOBRAVE-
NIE DIFFERENCIRUEMO W OKRESTNOSTI TO^KI (a; b), A EGO MATRICA qKOBI MOVET BYTX
ZAPISANA KAK BLO^NAQ MATRICA

H ′(x, y) =

(
E 0

f ′x(x, y) f ′y(x, y)

)
,

W KOTOROJ SIMWOL 0 OBOZNA^AET NULEWOJ BLOK SOOTWETSTWU@]EGO TIPA, A E — EDI-
NI^NU@ MATRICU SOOTWETSTWU@]EGO PORQDKA. wIDNO, ^TO detH ′(a, b) = detE ·
det f ′y(a, b) 6= 0 I DLQ FUNKCII H WYPOLNENY WSE USLOWIQ TEOREMY OB OBRATNOJ
FUNKCII W OKRESTNOSTI TO^KI (a; b), PRI^EM H(a, b) = (a; 0). zNA^IT, PO TEOREME
OB OBRATNOJ FUNKCII W OKRESTNOSTI TO^KI (a; 0) SU]ESTWUET OBRATNOE OTOBRAVENIE
H−1(x, z), KOTOROE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

H−1(x, z) =

(
ϕ(x, z)
ψ(x, z)

)
,

GDE ϕ(x, z) — SOWOKUPNOSTX PERWYH n KOORDINATNYH FUNKCIJ, A ψ(x, z) — SOWOKUP-
NOSTX OSTAW[IHSQ m KOORDINATNYH FUNKCIJ. tOVDESTWO H

(
H−1(x, z)

)
≡ (x; z) W

BLO^NOJ FORME IMEET WID(
ϕ(x, z)

f
(
ϕ(x, z), ψ(x, z)

) ) ≡ ( x
z

)
.

oTS@DA NAHODIM, ^TO ϕ(x, z) ≡ x I

f
(
ϕ(x, z), ψ(x, z)

)
≡ f

(
x, ψ(x, z)

)
≡ z.

nO POSLEDNEE TOVDESTWO I OZNA^AET, ^TO URAWNENIE f(x, y) = z RAZRE[IMO OTNOSI-
TELXNO PEREMENNYH y I MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE y = ψ(x, z). w ^ASTNOM
SLU^AE z = 0 POLU^AEM RAZRE[IMOSTX URAWNENIQ f(x, y) = 0. iSPOLXZUQ PRAWI-
LA OPERACIJ S BLO^NYMI MATRICAMI, MOVNO IZ FORMULY (1) DLQ MATRICY qKOBI
OBRATNOJ FUNKCII POLU^ITX FORMULU DLQ MATRICY qKOBI NEQWNOJ FUNKCII. dEJ-
STWITELXNO, DLQ NEWYROVDENNOJ KWADRATNOJ MATRICY B PORQDKA m I MATRICY A
TIPA m× n (

E 0
A B

)−1

=

(
E 0

−B−1A B−1

)
.

iSHODQ IZ \TOGO, ZAKL@^AEM, ^TO, SOGLASNO TEOREME OB OBRATNOJ FUNKCII,

(H−1)′(x, z) =

(
E 0

−
(
f ′y(x, y)

)−1
f ′x(x, y)

(
f ′y(x, y)

)−1

)
.

sLEDOWATELXNO,

ψ′(x, z) =
(
−
(
f ′y(x, y)

)−1
f ′x(x, y)

(
f ′y(x, y)

)−1
)
.

w ^ASTNOM SLU^AE z = 0 DLQ FUNKCII ψ(x, 0), NEQWNO ZADANNOJ URAWNENIEM f(x,y)=

=0, POLU^AEM ψ′x(x,0)=−
(
f ′y(x,y)

)−1
f ′x(x,y), ^TO SOOTWETSTWUET FORMULE PROIZWOD-

NOJ NEQWNO ZADANNOJ FUNKCII.
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